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SOLUCIONES

Ejercicio 1 (1.5 puntos) n una jugueteria hay nueve bicicletas de las que cuatro son verdes, tres
azules y dos rojas. Un nino A entra en la jugueteria y elige al azar (de forma equiprobable) una de las
nueve bicicletas. Sus padres, la compran. Inmediatamente después, el nino B entra en la jugueteria y
elige aleatoriamente una bicicleta entre las ocho que quedan.

a) &Cudl es la probabilidad de que B elija una bicicleta verde?

b) Si B ha elegido una bici verde, scudl es la probabilidad de que A haya elegido una verde?
c) ;Cudl es la probabilidad de que al menos uno de ellos haya elegido una verde?

d) sCudl es la probabilidad de que A y B elijan bicicletas de diferente color?

a) Solucion.
Llamemos A,, A, v A, a los sucesos “A elige una bici verde, azul y roja”, respectivamente.

De igual modo, llamemos B,, B, v Br a los sucesos “B elige una bici verde, azul y roja”,
respectivamente.

La probabilidad de que elijan una bici verde A y B es la misma, es decir, P(B,) = 4/9.

También se puede obtener esa probabilidad utilizando el teorema de la Probabilidad Total,

34 43 42 4 ~
P(Bv) = P<BU/AU)'P(Av)+P(Bv/Aa)'P(Aa)+P(BU/AT)‘P(AT) = §§+§§+§§ = § =04
b) Solucion.
P(A,NB,) P(B,/A,) P(A,) 3235
P(A,/B,) = = = = - =10.375
Aol Bo) = —p(B,) P(B.) 1
¢) Solucion.
3 13 ~
P(A,UB,) =P(A,) + P(B,) — P(A,NB,) = 7+§ “3'° 913 =0.72

d) Solucion.

P(elijan las bicis de diferente color) = 1 — P(elijan las bicis del mismo color)

P(elijan las bicis del mismo color) = P[(A,NB,)U(A,NBy)U(A,NB,)] = P(A,NBy)+P(A,NB,)+P(A.NB,)

2
P(Ao N By) = P(By/As) - P(Ag) = §g
1 2
P(A. N B;) = P(B:/A;) - P(Ay) = 8 9
s - . 34 2 3 1 2) 13 ~
P(elijan las bicis de diferente color)_l—(§.§+§.§+g,§ _T8_0_72

1



Ejercicio 2 (1.5 puntos) El nimero de peticiones que tiene un servicio informdtico a lo largo de una
hora es una variable aleatoria de Poisson de media 3.

a) Halla la probabilidad de que no haya mds de una peticion en una hora.

b) Se considera el numero de peticiones que llegan entre las 10 y las 11 horas en cuatro dias distintos
y suponemos independencia entre las peticiones en los distintos dias. Halla la probabilidad de
que en mds de 3 de esos dias no haya mds de una peticion.

c) Si sabemos que hay, al menos, una peticion en una hora scudl es la probabilidad de que sean
menos de 37

Solucion.
Sea N = el nimero de peticiones del servicio informatico en una hora.

La media de una variable aleatoria de Poisson es su parametro, con lo que la funcién de probabilidad
k

3
deNesP(N:k:):e_?’-g, con k=0,1,2,...

a) Que no haya mds de una peticién en una hora es equivalente a que en una hora tenga el servicio,

a lo mas, una peticién

30 3t
mNg1y;mN:0H4%N:U:eﬁ-Qﬂ+N>:4f*:0mm

b) Sea X la variable aleatoria: Niimero de dias, de los 4, en que no haya més de una peticién.
Entonces, X ~ Bin(4, 0.1991), por lo que

HX>$:HX:®:<

3 3
e3-<+—>
P(1<N<3 P(IN=1)+P(N =2 12! —3(6+9

P(N>1) 1-P(N<1)  1-P(N=0) 2(1—e3)

Ejercicio 3 (1 punto) Un dispositivo electronico sufre dilatacion debido al calor. Esa dilatacion, en
milimetros, es una variable aleatoria X que tiene por funcion de densidad

ax s10<x<3
b s13<x<H

= b
/(@) S(8—2) si5<z<s
0 en el resto

stendo a y b dos numeros reales.
a) Determina a y b sabiendo que f(x) es continua en todo R.

b) En un dispositivo se ha observado que la dilatacion es superior a 3 mm. Si el dispositivo deja de
funcionar cuando la dilatacion es superior a 7 mm, scon qué probabilidad funciona el dispositivo?



Solucion.
a) Imponemos que / f(z) dx =1
R

s b2 9

b
S — = — 2 —
/awd:r—i—/ bd:L‘—i—/ (8—x) 2 0+bm|3 31| 50t b+3

9 _ 9%a+T7b
2 2
Por otra parte, la funcién f(z) es continua en todo R salvo en 0, 3, 5 y 8, por ser en cada

intervalo una funcién polinémica.
lim 0 =0= lim az =0, con lo que no hay condiciones sobre a.

z—0~ z—0t
lim ax =3a = lim b =", con lo que b = 3a.
r—3~ z—3t

b
lim b=0b= lim —(8 —x) =, con lo que no hay condiciones sobre b.
T—5~ x—5T

b
lim 5(8 —12)=0= lim 0, con lo que no hay condiciones sobre b.

- S et Th 9a + 21 1
Sustituyendo b = n at = 1 obtenemos 1 = % = 15a. Asi que a = TR
_3_1
155
b) Se ha observado que X > 3y, para que funcione el dispositivo X < 7. Por lo que debemos
PB<X<7
calcularP(XS?/X>3):(P(X>§)).
718—:n _5-3 1(38-2?_10 2
PB<Xx<T)=[ -d / _ 0_2
(<—)/3x+ 5 15 2 | 15 3
31 122
P(X>3):1—P(X§3):1—/ —rpdr=1- —2| —1-03=07
o 19 1520

La probabilidad de que funcione el dispositivo si la dilatacién es superior a 3 mm es

2 3 e~
P(X<T7/X>3)= 0/7 = 0.952380.

Ejercicio 4 (1.5 puntos) Se pregunté a seis estudiantes cudntas veces reiniciaron el ordenador la
dltima semana. Cuatro de ellos eran usuarios de Mac y los otros dos restantes eran usuarios de PC.
Los dos usuarios de PC lo reiniciaron 2 y 8 veces. Los cuatro usuarios de Mac lo reiniciaron 1, 2,
2y 8 veces.
Sea C' la variable aleatoria que representa el tipo de ordenador de un estudiante elegido al azar
entre los 6 (Mac=0, PC=1). Sea R el nimero de veces que un estudiante, elegido al azar entre los 6,
reinicia el ordenador. Observamos que R toma los valores 1, 2, 3 y 8.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un usuario de Mac reinicie 2 veces el ordenador?, ;Cudl es la
probabilidad de que un usuario de PC reinicie 3 veces el ordenador?

b) Construye la funcion de probabilidad conjunta del vector aleatorio (C, R). Calcula las distribu-
ctones marginales.

¢) Calcula E(C) y E(R).
d) Calcula Cov(C, R) e interpreta como es la relacién entre C' y R. ;Son C y R independientes?

Solucion.

a) P(R=2/C=0)=1/2, P(R=3/C=1)=1/2.



b) P(C=i,R=j)=P(R=j/C=i)P(C=1i), i=0,1, j=1,2,3,8

Sabemos que
P(R=1/C=0)=1/4, P(R=2/C=0)=1/2

P(R=3/C=0)=0, P(R=8/C=0)=1/4
P(R=1/C=1)=0, P(R=2/C=1)=1/2
P(R=3/C=1)=1/2, P(R=8/C=1)=0
P(C=0)=2/3, P(C=1)=1/3
P(R=j)=P(C=0,R=j)+P(C=1,R=7j), j=1,2,38

Por tanto, la funcion de probabilidad conjunta y las funciones de probabilidad marginales

vendran dadas por

1/6| 0 | 1/6
1/3]1/6| 1/2
0 [1/6 | 1/6
1/6 | 0 | 1/6
P(C=1i) | 2/3]1/3

Cou(C, R) = E(C- R) — E(C) - E(R)
1 1 -1
E(C-Jaz):2-6+3-6:Z;x(,“ou(c,}z):g_bF

Como la covarianza entre ambas es distinta de 0 no son independientes.

Ejercicio 5 (1 punto) La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X depende del pardmetro

0. Sea X1,...,X, es una muestra aleatoria simple de X y se sabe que el estadistico
T - max {Xq,...,Xp} —min{Xy,..., X, }
N n+6

se distribuye como una chi cuadrado con n+4 grados de libertad (T ~ x2.,). Calcula un intervalo de
confianza para 0, con un nivel de confianza del 95 %, siendo 16, 18, 11, 23, 25, 14, 19 una muestra

de X.



Solucion.

max {X1,..., X} —min{X;,..., X}

T =
n-+0

2
~ Xn+4

Por ser n = 7 y el nivel de confianza 0.95 = 1 — a = % = 0.025. Los cuantiles 0.025 y 0.975

de una chi cuadrado con 11 grados de libertad son (en tablas) gp2s = 3.8157 y qoo75 = 21.92,
respectivamente.
Entonces,

méx{Xy,..., X} —min{Xy,..., X, }
n+0

0.95=P <3.8157 < < 21.92)

1 n+0 1
=P S — 7 <
21.92 ~ max{Xy,...,Xp} —min{Xy,..., X} — 3.8157

:P(méx{Xl,...,Xn}—ml’n{Xl,...,Xn} Cn<f< max {X1,..., Xp} —min{Xy,..., X} —n)

21.92 3.8157

Con los datos que tenemos,

max {16, 18,11,23,25,14,19} = 25, min {16, 18,11,23,25,14,19} = 11

El intervalo de confianza pedido es

25 —-11 25-11 )_( 14 14

T 38T - —7) = (~6.3613, —3.
2192 ' 38157 2102 " 38157 7) (~6.3613, —3.3309)

.C.o05(6) = (

Ejercicio 6 (1 punto) Se supone que la duracion de un neumdtico, circulando a 260 km/h, sigue una
distribucion normal. Se observa una muestra de 9 neumdticos para los que se obtiene que la media es
8.6 minutos y la cuasivarianza es 0.6722 minutos.

Plantea un contraste para decidir st la desviacion tipica de la duracion de los neumdticos, circulando
a 260 km/h, es de 2 minutos. Obtén el p-valor y toma la decision con un nivel de significacion o = 0.1
épara qué valores de a se aceptaria la hipotesis nula?
Solucion.

Planteamos el contraste

Hy:0=2
H120'7£2
(n—1)

El estadistico del contraste es T' = S%, que tiene una distribucién x2 cuando Hy es cierta.

2
o
El p — valor del contraste se obtiene como
p —valor =2-min{P(T <t),P(T > 1)},
siendo t el valor muestral de T supuesto cierta Hy.

El valor del estadistico T" para nuestros datos es t = % -0.6722 = 1.3444. Entonces,

p —valor =2 -min{P(T < 1.3444), P(T > 1.3444)} = 2-0.005 = 0.01
Como el p —valor < a = 0.1, la decisiéon del contraste es rechazar Hy y aceptar Hy es decir, los

datos indican que o # 2.

Los valores de « para los que se aceptaria la hipdtesis nula son aquellos para los que se verifica
que o < p — wvalor, es decir, para a < 0.01.



Ejercicio 7 (2.5 puntos) Sea X (t) un proceso gaussiano estacionario con media 0 y funcion de auto-
correlacién Ry (1) = 4e~I"l. Sea A una variable aleatoria con distribucion N(0,0% = 9), independiente
del proceso X (t). Se define el proceso estocdstico

Z(t) = A-cos(mt) + X (t)

a) Obtén las distribuciones de sequndo orden del proceso X (t).

b) Obtén la distribucion del vector aleatorio [X (1) —2X(2) + 1,1 — X(1)].

¢ Cudnto vale Cov [X (1) —2X(2) + 1,1 — X(1)]?

¢) Estudia si Z(t) es estacionario en sentido amplio.

d) Calcula P(Z(1) > —3)

Solucion.

a)

. i : . . X(t
Por ser el proceso X (t) gaussiano la distribucién conjunta de las variables aleatorias < ( 1)>

es normal bidimensional.

Como E[X (t)] es es cero para cualquier ¢, ux(t) = 0, el vector de medias de (X(t1)> es <0>

X(t2) 0
VIX(t)] = Rx(0) — px = 4" — 0 =4y Cov[X(t1), X(t2)]] = Rx(|t1 — t2|) — p% = de~Mi—t2l.
4e—t1—t2|
Asi que la matriz de varianzas/covarianzas es ( 4e*|i11*t2‘ de 4 ) y las distribuciones con-

juntas de segundo orden son

(xi) =2 () -+t 707))

El vector aleatorio dado se puede expresar como

E)- 0 (D80

Por ser las variables aleatorias C; y Cy combinaciones lineales de variables aleatorias norma-
les su distribucién es normal y queda caracterizada por su vector de medias y su matriz de
varianzas/covarianzas. El vector de medias es

() = () 6+ ()= 0)

La matriz de varianzas/covarianzas de C; y Cs es X que se obtiene como

oo (1 2 4 eI\ /10 1 a2t et =2\ (1 -1
C=\-1 o ) \4e 21l 4 -2 0] -1 et 2 0]
5—4e ! 2711
—1+4 21 1

() =(() (i ™)

La Cov[X(1) —2X(2) + 1,1 — X(1)] = —4 + 8¢~ ! = —1.05696

Por tanto,



)

Aplicando propiedades del operador esperanza la media del proceso Z(t) es
pz(t) = E[Z(t)] = E[A - cos(nt) + X (t)] = E[A] - cos(nt) + E[X(t)] =0 - cos(mt) + 0 =0

Por ser las variables aleatorias A y X (t) independientes la funcién de autocorrelacién del proceso
es

Ryz(t, t+71)=E[Z(t)Z(t+ T)] = E[(A - cos(nt) + X (t)) - (A-cos(m(t + 7))+ X(t+7))] =

= E[A? cos(nt) cos(m(t + 7)) + X (t)Acos(n(t + 7)) + Acos(mt) X (t +7) + X ()X (t +7)] =
= cos(mt) cos(m(t+7)) E[A?]+cos(m(t+7)) E[X (t)| E[A]+cos(nt) E[A] E[X (t+7)]+E[X (t) X (t+7)] =
= cos(nt) cos(m(t+7))V[A]+cos(n(t+7))-04cos(nt) -0+ Rx (1) = 9 cos(nt) cos(m(t+7))+4e~ 17!

Por depender de ¢ la funcién de autocorrelacién de Z(t) se concluye que Z(t) no es estacionario
en sentido amplio.

Z(1) = A-cos(m)+ X (1) = X(1) — A, es una combinacion lineal de variables aleatorias normales,
por lo que la distribucién Z(1) es normal, de media E[Z(1)] = 0 y varianza
V[Z(1)] = Rz(1, 1) = 9cos(r) cos(m) + 4 = 13.

Tipificando la v.a. Z(1) como Y, utilizando la simetria de la variable Y y consultando la tablas
obtenemos

Z(1) -0 _ -3-0
V13 V13

P(Z(1) > -3)=P <Y = ) = P(Y > —0.83) = P((Y < 0.83) = 0.79673



