Departamento de Matemdtica Aplicada a la I.T.T.

ASIGNATURA: ESTADISTICA Y PROCESOS ESTOCASTICOS

EXAMEN FINAL Duracion: 2 horas 30’
Fecha: 10 de Julio de 2013

Fecha publicacién notas: 15-07- 2013 Fecha revisién examen: 18-07-2013
APELLIDOS Y NOMBRE:

DNI: TITULACION:

Ejercicio 1 (1 punto) Un departamento solicita dos colaboradores entre los alumnos del iltimo curso
de Grado. La persona que hace la seleccion decide elegirlos al azar porque no dispone de la informacion
relativa a los expedientes de los 5 candidatos presentados.

Suponiendo que los expedientes de los candidatos son todos diferentes,

(a) Calcula la probabilidad de que, entre los dos elegidos, se encuentre uno de los dos mejores expe-
dientes y el peor de ellos.

Solucion.

Todos los pares de colaboradores que se pueden formar con los 5 estudiantes son igualmente
probables. En consecuencia, aplicando la regla de Laplace,
2 2 1

(b) Calcula la probabilidad de que se elija al estudiante con mejor expediente.
Solucion.

Aplicando la regla de Laplace
4 4 2

Csa () 5
(c) Calcula la probabilidad de que se elija al menos uno de los dos estudiantes con mejor expediente.

Solucion.

Sea A el suceso “no se elige a ninguno de los dos estudiantes con mejor expediente”
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donde hemos aplicado la regla de Laplace para calcular P(A).
Ejercicio 2 (1.5 puntos) Cada CD producido por una compania es defectuoso con una probabilidad
tgual a 0.05, independientemente de un CD a otro. La compania vende los CDs en paquetes de 10 y

ofrece una garantia de devolucion del dinero si algin CD del paquete resulta defectuoso. Si todos los

compradores ejercieran la garantia,
(a) ¢Cudl es la probabilidad de que un paquete sea devuelto?
Solucion.
Sea X la variable aleatoria “ntimero de CDs defectuosos de un paquete”
X ~ Bin(n = 10,p = 0.05)

10 : :
P(X =i) = < .>0.05Z-0.9510—’, i=0,1,2,...
2

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X =0)=1-0.95" ~ 0.401

1



(b) Si una persona compra tres paquetes, cual es la probabilidad de que exactamente devuelva uno

de ellos.
Solucion.

Sea Y la variable aleatoria “ntmero de paquetes devueltos de entre los 3”.

Y ~ Bin(n = 3,p = 0.401)
PY=1)= (i’) -0.401 - (1 — 0.401)? ~ 0.431

Ejercicio 3 (1.5 puntos) Si un usuario llega a la parada de un autobis, el tiempo, en minutos, que
debe esperar si no hay retraso, es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el intervalo
(0,8). Si el autobis lleva retraso, el tiempo de espera, en minutos, sigue una distribucion exponencial
de parametro 0.1.

El autobis llega con retraso uno de cada tres dias .
(a) Calcula la probabilidad de que el usuario tenga que esperar mas de 5 minutos.
Solucion.
Sea T la variable aleatoria “tiempo de espera” y R el suceso “el autobts llega con retraso”.

Aplicando el teorema de la probabilidad total
P(T >5)=P(T >5/R)-P(R)+ P(T >5/R) - P(R)

Calculando

P(T >5/R) = / 0.1 01 dg = ¢ 1/2
5

P(T>5/R)—/81dx—3
5 8 8

Resulta finalmente
~ (0.4521

W=

P(T >5)=

| w
Wil N

(b) Si un usuario ha tenido que esperar menos de 5 minutos, scudl es la probabilidad de que el

autobis haya tenido retraso?
Solucion.

Aplicando el teorema de Bayes

. _ e /2y 1
P(R/T < 5) = P ;(;/i)g))P(R) = (11 - 0'45;1 3 ~0.239

Ejercicio 4 (1 punto) Sea X una variable aleatoria que toma el valor 0 con probabilidad % y el valor
1 con probabilidad % Sea Y otra variable aleatoria independiente de X, que toma los valores 0,1 y 2
con probabilidades i,% Y i, respectivamente.

Construimos la variable aleatoria Z, a partir de X eY, de la siguiente manera:

Z =0 st X oY o ambos son iguales a cero,
Z =1 si X eY son iguales a uno,

Z =2 enlos demds casos.



(a) Calcula la funcion de probabilidad de Z.

Solucion.

P(Z=0)=P(X=0Y=0)+P(X=0Y=1)4+P(X=0Y =2 +P(X=1Y =0)

—P(X = 0)P(Y = 0) + P(X = 0)P(Y = 1) + P(X = 0)P(Y =2)+ P(X =1,Y
PZ=1)=P(X=1Y=1)=P(X =P =1)=
P(Z=9)=1- (P(Z=0)+ P(Z=1)) = ¢
(b) Caleula lo media y desviacion tiica de X.
Solucion.
E[X] :O-P(X:O)+1-P(X:1):§
E[X? =02 P(X =0)+12- P(X = 1) :g

~ 0.4714

“%

2
VAR(X) =E[X? — (E[X])? = 5= 0= VAR(Z) =
Ejercicio 5 (1.5 puntos) Sean X e Y wariables aleatorias con funcion de densidad conjunta

i y){g(:c2+2xy) 0<z<l, 0<y<l1
0

en otro caso

(a) Calcula E(XY).

Solucion.

6 1 1 6 1 x?) 2$2
E(XY —// xyf(x,y da:dy—/ / zy(x?4+2zy) dy dx—/ —t—
(XY) [0,1]x[0,1] (=:9) 5 Jo ( 0 ( ) ) 5 Jo <2 3

(b) Calcula las marginales.
Solucion.
Y6, 6 o
/ g(x + 2zy) dyzg(x +z) O<z<l1
0

en el resto

fx(z) =

C)'!CTJ

/1 + 2y dr = 2(1+3y) O<y<l
*l‘ :L‘y = Yy Yy
fy(y)=<Jo 5

0

en el resto

(¢) Calcula la probabilidad del suceso (X <Y).

/1 / (2% + 2zy) dy) dx
0
= Gt Gl 5)) o

2
5

Solucion.



Ejercicio 6 (1.5 puntos) Los datos acumulados indican que el nivel de acidez media (pH) de la lluvia
en una determinada region industrial es 5.2. Para contrastar si se ha producido recientemente algun
cambio se midieron los niveles de acidez de 12 tormentas de lluvia del pasado ano y se obtuvieron los

sigutentes valores de la media y cuasidesviacion tipica T = 5.667 y s1 = 0.921.
(a) Calcula el p-valor del contraste:
H() LU= 5.2
Hy:p#52

(b) ;Son estos datos suficientemente significativos para concluir con un nivel de significacion del

5% que la acidez media de la lluvia ha cambiado?

Nota: Sea X wuna variable aleatoria con distribucion t de Student con 11 grados de libertad. La

siguiente tabla muestra los valores de su funcion de distribucion en diferentes abscisas

r |0 07 09 095 176 220
P(X<z)| 05 075 081 0.819 0.92 0.975

Solucion.

(a) H() LU= 5.2

Hy:p#52
X —5.2
S1/V12

Si Hj es cierta, el estadistico T = sigue una distribucién t de Student con 11 grados de

libertad.

El valor de T en la muestra es
5.667 — 5.2

= =1.76
0.921/+/12

p-valor = 2 P(t;; > 1.76) = 2 - 0.08 = 0.16

(b) Se acepta la hip6tesis nula para cualquier nivel de significacién a < 0.16.

En particular se acepta, con un nivel de significacién del 5 %, que la acidez media no ha cambiado.

Ejercicio 7 (2 puntos) Sea X(t) un proceso estacionario normal con media 0 y autocorrelacion
Rx (1) = H% Sean Y(t) = AX(t) donde A es una variable aleatoria independiente de X (t) y
verificando P(A=0) = P(A=2)=1/2.

(a) Calcula P(X (1) + X (2) <1).

Solucion. Como [X (1), X (2)] es una variable aleatoria con distribucién normal, X (1)+ X (2) es
una variable aleatoria de distribucién normal de media E[X (1)+ X (2)] = E[X(1)]+E[X(2)] =0

y varianza
VAR[X (1)+X(2)] = VAR[X(1)]+VAR[X (2)]+2COV[X (1), X(2)] = Rx(0)+Rx(0)+2Rx (1) =3

Entonces
X(1)+X(2)

PX(1) +X(2) < 1) = P(Z2 % S%):@Qg)



(b) Calcula la autocorrelacion de Y (t).

Solucién. Ry (r) = E[AX(t)AX(t+7)] = E[A?|E[X(#)X (t +7)] = 2Rx(7) =

(¢) Suponiendo A =2, calcula la distribucion del vector aleatorio [Y(2), Y (7)].
Solucion.

Suponiendo A = 2 se verifica que

v\ [(2x@ )\ (20 X(2)
vy ) \2x@ ) \o 2 X(7)

Sabemos que X (t) es un proceso normal estacionario con

_2
1472

E[X(#)] =0, VAR[X(®)]=1 y COV(X(2),X(7)=Rx(5) — E[X(#)]?=1/26

De manera que si iz es el vector de medias y M la matriz de covarianzas

()=l (0) (i 7))
(7) 0 1/26 1

Entonces,

siendo

w_f[20 1 1/26 2 0\ [ 4 2/13
L0 2 1/26 1 02)/) \ 213 4

(d) Calcula P(X (1) + X (2) < A).

Indicacion: utiliza el Teorema de la probabilidad total

)

X(2) < A/JA=2)=1P(X(1)+ X(2) <0)+ LP(X(1) + X(2) <2) = L + %@(%)





