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EXAMEN RESUELTO

Ejercicio 1 (1.6 puntos) Se tienen tres urnas Uy, Uy y Us con las siguientes composiciones:
Uy contiene 8 bolas blancas y 1 negra.
Uy contiene 2 bolas blancas y 2 negras.
Us contiene 1 bola blanca y 3 negras.

Se elige al azar una urna y se extrae de ella una bola al azar.

a) sCudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?
Solucion.
Sean los sucesos U;: “La bola se extrae de la urna i”, ¢=1,2,3.
P(U;) =%, i=1,2,3.
Sea B el suceso “la bola extraida es blanca”
Utilizando el Teorema de la Probabilidad Total

PB) = P(B/U)P(U) + PB/UNP(U) + PEBUIPO) =3 (5 +5+7) = 3

Como es igual de probable elegir cualquiera de las tres urnas, y las tres urnas tienen el mismo
numero de bolas, esa probabilidad coincide con la de elegir una bola blanca en una urna que

contiene 6 bolas blancas y 6 bolas negras.

b) Si sabemos que la bola extraida ha sido blanca, squé probabilidad hay de haber elegido la urna
U ?
Solucion.

Segun el Teorema de Bayes

Supongamos ahora que se elige una urna al azar pero que, en lugar de una, se extraen dos bolas sin

remplazamiento de la misma urna.

¢) Si las dos bolas elegidas son blancas, &qué probabilidad hay de haber elegido la urna Uy ?
Solucion.

Sea C' el suceso “las dos bolas extraidas son blancas”

P(C)= P(C/Uy)P(Uy) + P(C/U2)P(Us) + P(C/U3)P(Us) = gii : % + 012 : % +0= g




Cs3,2

P(C/U)PUY) o3
P(C) ~ P(C)

P(U/C) =

3
1

d) Calcula el nimero medio de bolas blancas extraidas.

Solucion.

Sea X la variable aleatoria “numero de bolas blancas extraidas”

X toma los valores 0,1 y 2.

P(X =0) = P(D) = P(D/Uy)P(U1)+P(D/Us) P(Us)+P(D/Us) P(Us) = o+012 e Cs2 % -2
P(X =1)=1-[P(X =0)+ P(X = 2)] :g
E(X):l-g+2%:1

Ejercicio 2 (0.8 puntos) Una persona tiene una probabilidad 0.8 de escribir a mano una pdgina sin

errores. Se necesita que escriba un documento de 10 pdginas.

a) Calcula la probabilidad de que haya mds de 7 pdginas sin errores en el documento.

Solucion. Sea X la variable aleatoria “ntimero de paginas sin errores del documento”.

10

>0 8. 0.2 =0,1,...10
7

X ~ Bin(n=10,p=0.8), P(X =1i) = <

1 1 1
P(X >7) ZP j <80>0.88 .0.22 + <90>0.89 0.2+ (18) .0.210 = 0.678

b) Si el nimero de errores por pdgina sigue una distribucion de Poisson, scudl es el nimero medio

de errores por pdagina? ;cudl es la probabilidad de que una pdgina tenga mds de 4 errores?

”

Solucion. Sea Y la variable aleatoria “ntmero de errores por pagina”.

Y ~ Pois(\), P(Y =i)=e >, i=0,1,2,...

Como sabemos que 0.8 = P(Y = 0) = e, serd A = —In(0.8) = 0.22

E(Y)=X=022

3 2 3
P(Y>4)=1-PY <3)=1-) PY=i)j=1-¢" <1+)\+>\+;‘>:0.000086



Ejercicio 3 ( 1.5 puntos) Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad

) % st 0<x<3
€T frd
0 en otro caso

Sea Y = X3

a) Calcula la funcion de distribucion de X .

Solucion.
si z <0
/ — dt = si 0<x<3
si x> 3

b) Calcula el cuantil de orden 0.3 de X.
Solucién. Buscamos un valor ¢, , que verifique P(X < ¢,,) =0.3

Debe ser
0<gy, <3

por tanto
3

q
0.3 = Fx(q,5) = 20773 = q,, = V8.1

¢) Calcula E(Y) y Var(Y).

Solucion.
. R 3 b 27
E(Y):E(Xs):/ o flx)de= [ ——dr= "
- y 9 2
272 +00 972 3 8 972 972
Var(Y) = B(Y2)-[E(Y) = B(X%)— 2 — / O f () do—2e = [E gy 2T s
TR 1)y 9 4 4
d) Calcula P(Y > 10).
Solucion.
3 2 1 1
P(Y>10)—P(X3>10)—P(X>m)—/ Cgp—1- 017
75 9 27— 27

Ejercicio 4 ( 1.6 puntos) Se eligen de forma independiente dos nimeros. El primero de ellos X es
un niumero positivo con distribucion exponencial de parametro 3 y el segundo Y sigque una distribucion

uniforme en el intervalo (0,1).

a) Determina la funcion de densidad conjunta de (X,Y).

Solucion.

_3z . .
Fele) = 3e si z>0 , Foly) = 1 si ye(0,1)

0 en el resto 0 en el resto



Por ser X e Y independientes,

3e73 i x>0, 0,1
foxy(@y) = fx(@) - fy(y) = si x>0, ye(0,1)

0 en el resto

b) Calcula la probabilidad de que ambos sean mayores que 1/2.
Solucion.

Por ser X e Y independientes

—+00

P(X>1/2,Y >1/2)=P(X >1/2)P(Y >1/2) = (/ 1/2

/2

c¢) Calcula la probabilidad de que la suma de ambos sea menor que 2.

Solucion.
1 2—y
P(X+Y <2) :/ dy/ 3737 du
0 0

2—y
/ e dr=1—e0.¢%
0

1
1
P(X+Y<2):/ (1—e5.¢e%) dy:1—§(e—3—e—6):o.98
0
d) Calcula E(X-Y) yVar(X -Y).
Solucion.
11 1
EX Y)=EX)-EY)=---=-
(X-Y) = B(X) B(V) =55 =

1 1

Var( X =Y)=Var(X)+ Var(Y) —2Cov(X,Y) =Var(X)+ Var(Y) = -4+ — =

9 12

1 1 -
3e 3% da:) 3= 5-67396‘4_00 = —

=0.11



Ejercicio 5 ( 1.5 puntos) Sean X1, Xo y X3 tres variables aleatorias independientes, cada una de

ellas con distribucion N(0,1).

a) Determina la distribucion del vector aleatorio (X1, Xa, X3).

Solucion. Por ser X1, ... X, normales independientes, su distribucién conjunta es normal

X4 0 100
Xo | ~ N3 01,1010
X3 0 0 01
b) Calcula P(min {X;, X2, X3} > 1).
Solucion.
Por ser X1,... X, variables aleatorias independientes

P(min{X1, Xo, X3} > 1) = P(X; > 1, X2 > 1,X3 > 1) = [P(X; > 1)]3
= [1 — ®(1)]* = (1 — 0.84134)% = 0.00399

¢) Calcula Var(2X; + 3X3).
Solucion.

Var(2X, +3X3) = 4Var(X1) +9Var(X;3) =13

d) Calcula el vector de medias y la matriz de covarianzas del vector aleatorio (X1 + X3, Xo +2X7).
sSon X1+ X3 y Xo 42X, independientes? Justifica la respuesta.

X1
Xi+Xs ) (101 Y
Xo+2x; /] 21 0 2

X3
Xi+ X 1 01 0 1 01
1 3 ~ N, o |
X9 +2X, 2 1 0 0 2 1 0
Esto es,
X1+ X3 0 2 2
Xo +2X4 0 2 5

X1+ X3y X2+ 2X; no son independientes ya que Cov(X; + X3, Xo +2X7) =2 # 0.

Solucion.

o O =
S = O
_ o O
_ O =
S =N

Ejercicio 6 (0.5 puntos) Obtén un intervalo con un nivel de confianza del 98 % para el pardmetro 0
(n—4)-6

de una determinada distribucion de probabilidad si se sabe que el estadistico ~tn_3 Y que,

1
en una muestra de tamano n = 20, el valor de la cuasidesviacion tipica muestral es s1 = 2.5.



6 -
5 sigue una distribucién ¢ de student con 17 grados de
1

Solucion. Sabemos que el estadistico

libertad. Entonces,
16 -6 S1 - 4y, S1- 4,
0.98 =P <_QO.99 < Tl < %.99) =P <_16099 <0< T@gg
El cuantil de orden 0.99 de una distribucién 17 es g, oo = 2.5669

Un intervalo de confianza al 98 % para 0 es

(_ S1°Gyoe SI- q0A99> _ <_2.5 -2.5669 2.5 - 2.5669

= (—0.401, 0.401
16 16 16 16 >(00’00)

Ejercicio 7 (0.8 puntos) Se selecciona aleatoriamente una muestra de tamano 100 de una poblacion

normal.

a) Se sabe que la poblacion tiene media pu y varianza o = 4 y se quiere contrastar la hipétesis nula
Hy : =3 frente a la hipdtesis alternativa Hy : p # 3. Si se considera un nivel de significacion
a = 0.05, scudl es la region de rechazo de la hipdtesis nula?
Solucion.
H() LU= 3
Hy:p#3.
Si Hy es cierta, o
X -3

T:WNN(OJ)

Sea t el valor del estadistico T" en la muestra obtenida.
Se rechaza la hipdtesis nula si t € (¢, yos: %o.975)

(q0A025’ q0A975) = (_q0.975? q0A975) = (_1'967 1'96)
Es decir se rechaza Hy sit < —1.96 o bien t > 1.96

b) Supongamos que el valor de la media de los 100 valores es 3.7. ;Cudl es el p-valor del contraste?
#Se deberia rechazar Hy : p = 3 con el nivel de significacion especificado en el apartado anterior?
Solucion.

El valor de T en la muestra es 5(T — 3) = 5(3.7 — 3) = 3.5.
Para ese nivel de significacién se rechaza Hy pues 3.5 > 1.96.

p-valor = 2P(Z > 3.5) = 2[1 — ®(3.5)] = 2(1 — 0.99977) = 0.00046 < 0.05.

Ejercicio 8 (0.5 puntos) Dado el proceso aleatorio X (t) = Acost+ (B + 1)sent, donde A y B son
variables aleatorias independientes tales que E(A) = E(B) = E(A?) = E(B?) = 1.
Calcula la media y la funcidn de autocorrelacion de X (t). 5Es X(t) E.S.A.?



Solucion.
E[X(t)] = E[Acost + (B + 1)sent] = cost - E(A) +sent- E(B+ 1) =sent

E[X(t)] no es constante por lo que X (¢) no es estacionario en sentido amplio.

Rx(t,t+7)=E(X()]X(t+71)]) =E[(Acost+ (B + 1)sent)(Acos(t +7) + (B + 1)sen(t + 7))]

= cost cos(t+7)E[(A?)]+cos t sen(t+7)E[A(B+1)]+sen t cos(t+7) E[(A(B+1)]+sen t sen(t+7) E[(B+1)?]

E[(B+1))=E(B*+2B+1)=E(B*>)+2EB)+1=1+1=2
Por ser A y B independientes, E[A(B +1)]= E(A)E(B+1) =0

Rx(t,t+ 1) =costcos(t+7)+2sentsen(t+ 1)

Ejercicio 9 ( 1.2 puntos) El nimero de averias que se producen en una mdquina en el intervalo [0,t)

es un proceso de Poisson de tasa 2 averias por semana.

a) Calcula la probabilidad de que no haya ninguna averia en una semana.

Solucion. Para cada valor de t, N(t) ~ Pois(2t)
N(1) ~ Pois(2), P[N(1)=i]=¢2 f‘ i=0,1,2,...
PIN(1) =0] = e 2=10.135 |
b) Calcula la probabilidad de que se produzcan menos de 3 averias en cuatro semanas.

Solucion.

N(4) ~ Pois(8), P[N4)=i]=e¢%—, i=0,1,2,...
PIN4) <3]|=P(N=0)+P(N=1)+P(N=2)=¢" <1 +8+ ﬁ) =41e™® = 0.01375

¢) Calcula la probabilidad de que se produzcan 3 o menos averias en las tres primeras semanas si

en la primera semana se ha producido una o ninguna averia (menos de 2).

Solucion.

PINGB) <3/ N(1) <2 =L

et 149
3e—2 9

donde hemos utilizado que N(1) y N(3) — N(1) son variables aleatorias independientes, que
N(3) — N(1) tienen igual distribucién que N(2), que N(1) ~ Pois(2) y que N(2) ~ Pois(4).



