Examen Final- Algebra-Lineal-Madrid Tiempo 3horas 6-Julio-2011
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Problema 1 SeaT:R'—>R laaplicacion definida porT(x;,x,, X3, %) = (%] + X5 — X3, 2% — X, + %),
1 1

ysea H R — R laaplicacidn lineal cuyamatriz estandares .

Apartadol(a) [0,5 puntos] = Expresa el conjunto de vectores x pertenecientes a R que
verifican T(x) = (1, 2). (Es este conjunto un subespacio vectorial?
Solucion
1 1 -101

La matriz ampliada del sistema es 5 1 0 1 cuya forma escalonada reducida es

Entonces un sistema equivalente es cuyas soluciones se pueden expresar

1

3

como =

=
(= - =]

1
3
0

0 1
El conjunto de soluciones no es subespacio vectorial ya que no contiene el vector 0

Apartadol(b) [0,5 puntos] Calcula una base del espacio nulo (o nucleo) de T
Solucion

Siguiendo los pasos del apartado anterior se obtiene que las soluciones de T(x)=0 son
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1 1
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1 0
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0 1

Entonces los vectores (1/3 ,2/3,1,0) y (-1/3,1/3 ,0, 1) forman una base del nucleo de T

Apartadol(c) [0,5 puntos] Calcula la matriz estandar de la aplicacién F(x)=H(T(x)) . Calcula
la dimension de los espacios nulo e imagen de F.

Solucion
. 1 1 1 1 -10 3 0 -11
La matriz estdndar de HoT es =
-1 1 2 -1 0 1 1 -2 1 1
EL rango de esta matriz es 2 . Por todo esto la dimension del espacio imagen de
HeT es2
Por el teorema del rango la dimension del espacio nulo es 2.
Apartadol(d) [0,5 puntos] Calculala aplicacion inversa de G(x)=H(H(x))
Solucion
La matriz estandar de HoH es
1
1111 0 2 _ 0 2 _ 4
= y suinversa eslamatrizde G
11| -1 20 Lo
2

Ast, Gl (x,y)=(-y/2,x/2).
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1 00
Problema 2 Sea A, la matriz A 1O
112

Apartado2(a) [0,5 puntos]  Determinar para que valores del pardmetro A es diagonalizable la matriz A, .
Solucion

x—1 0 0
La matriz caracteristicade A, es| -A x—1 0 y su polinomio caractristico es
-1 -1 x—2
=18 +104x —192= (x—1) (x—1) (x—2) Elsubespacio invariante parax =1 es
-Ax,; =0

-X, —xz—x3=0

Observamos que paraA # 0 el espacio propio asociadoa x
=1 tiene dimensionl y por tanto A, no es diagonalizable

Si A=0 { (-1,0,1)=p,(-1,1,0) =p2} seria una base del subespacio propio asociadoax =1
y lamatriz 4, esdiagonalizable

Apartado2(b) [0,5 puntos] Diagonaliza la matriz A, (es decir A, para A=0)
Solucion

Una base del espacio propio asociadoa x =1 esta formadopor (-1,0,1) y (-1, 1,0)
ypara x=2 por (0,0,1)

-1 -1 0 ([ 1 0 O -1 -1 0

-1
Entonces Ay=PDP "= 0 1 0jf0 1 0} 0 1 0
1o 1ffoo 2|1 1 1
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Apartado2(c) [0,5 puntos]|  Calcula la matriz Ag* (es decir Ai“ para A=0)

Solucion
-1 -10 -1 -10
P=| 0 10 Pl 0o 1 0
1 O 1 1 1 1
10 0 1 0 O
A¥=(pDP )M =pp¥pl=p| 01 0 pTl= 0 1 0
0o o 2% 224 | p2 _q 2

I:Problema 3 [1punte] Resolver la ecuacion diferencial lineal y ordinaria de 2° orden y" +2y' +y=0
con las condiciones iniciales y(0)=1, y'(0)=0
Solucion

El polinomio caracteristico seria k2+2k+1=(k+1)2 Unicamente tiene un cero que es doble A=-1.

Por tanto dos soluciones independientes son y, = e, ¥y =xe " yla solucion general de la
homogénea es

v~ (C, + sz)e_x
Por ultimo de las condiciones iniciales —y(0) =1, »'(0) =1 deducimos que C,=Cy1

y por tanto la solucion buscada es y=(1+x)e_x

I:Problema 4  SeaP,(x) elespaciovectorial de los polinomios en unaindeterminadax de coeficientes reales
de grado menor o igual a 2,

Apartado4(a) [0,5 puntos]
Demostrar que los polinomios: py=1,p;=1+x,p,= (1+4x)? ,constituyenunabase de P, (x)

Solucion
Lascoordenadasde p, Py P, son
1 1 1
O, 1],|2
0 0 1
I 11

Como |0 1 2 [#0 son vectores linealmente independientes . Por tanto forman una base
0 01
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Apartado4(b) [0,5 puntos] Sea D: P, (x) =P, (x) la aplicacion lineal tal que a cada polinomio le hace

corresponder su derivada D(p(x))=p'(x). Demuestra que D es lineal y calcula la matriz de D respecto de la base
candnica { 1, x, xz}
de P, (x)

Solucion

Como
D( p, +p2):D(pl )+D(p,) ¥ D(?Lp1>=7»D<pl) entonces Des lineal
porotra parte D(I)ZO ,D( x>= 1 ,D(xz) =2x Porconsiguiente
la matriz pedida es

010

MD= |0 0 2
0 00

Apartado4(c) [0,5 puntos] Calcula la matriz de D respecto de labase @ = {1,1 +x, (1 +x)*} de P, (x)
Solucion

Setiene D(1) =0,D(1+x) =1 ,D((1+x)*)=2(1+x) porconsiguiente
010

lamatrizpedidaes | 0 0 2
0 00

Apartado4(d) [0,5 puntos] Estudia si D es suprayectiva y si es inyectiva
Solucion

ker(D)#{0} . Por el teorema del Rango dim Im D<3 y en consecuencia Im D# P

5
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, .Portantono es inyectiva nisobreyectiva.

Problema 5 SeaV el subespacio de R® formado porlosvectores (x, y, z) quecumplenz=x +y

ApartadoS(a) [0,75 puntos] ~ Calcula una base ortogonal de V que contenga al vector (1,0,1)
Solucion
Aplicamos Gram Schmidttomando v1 = (1,0, 1).Otro vectorde Ves x2= (0,1, 1)

x2-vl
vl-vl

Entonces v2=x2 - vl = (—%, 1, %) Asi {(1,0,1), (-1,2,1)} esunabase ortogonal de V'

Apartado5(b) [0,75 puntos]  Sea w=(1,0,0). Calcula los vectores w €V y z € V' talesque w=w +z

Solucion

— o nw nw

w =Projectionyw = v, + v,=(2/3,-1/3,1/3)
Vi’V V2rV)

7=ww =(1/3,1/3,-1/3)

SEGUNDO METODO
Normalizamos los vectores de la base del apartado a) y construimos la matriz Proyeccion P
S S _ _ [ 2 11
J2o e 1 0 1 3 3 3
2 V2 V2 12 1
u=| 0 — |U= —>p=UU=| -+ & <
V6 1 21 33 3
L 6 V5 % 112
\/7 \/? 3 3 3 |
1 1 2
"3 3 3
1
= _pw= 1 2 1 0| = 1
- B m | 73
1 1 2 0 1
3 3 3 3
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Apartado5(c) [0,5 puntos] Calcula la distancia de (1,0,0) a V.
Solucion

la distanciade (1, 0,0) aV. eslanormade z=(1/3,1/3,-1/3)
Izl =1A/3 =0.5774

Norm of orthogonal complement: .5774
6 20
Problema 6 Seca Alamatriz| 2 6 0
006

Apartado6(a) [0.5 puntos] | Determinar si es posible diagonalizar la matriz A .
Solucion
Como A es simetrica entonces es diagonalizable

Otro método es observar que la matriz caracteristica de A es -2 A—6 0 |yque supolinomio

caractristico es

X =180+ 1044 —192=(A—6) (L—8) (A—4)

Como todos sus ceros son simples y reales es posible diagonalizar A

Apartado6(b) [0.5 puntos] En caso afirmativo determine la base en la que la matriz A
adopta una forma diagonal y dar la expresion de dicha matriz diagonal
Solucion

Una base formada porlos vectores propios asociadosa (A=8), (A=4) y (A
=6) esta formada las columnas de la matriz

1 -10
P=|1 10
0 01
11
1 1 0][so0oo0l]l 2 2 0
Entonces A=PDP '=[1 1 0]l0 40 11
o o1llooe| 2 2 0
0 0 1
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Apartado6(c) [0.5punto]| Determinar una matriz diagonal D y una matriz B ortogonal (es decir cuyas
columnas formen una base ortonormal) tales que A=-BDB"

Solucion
8 00
La matriz diagonal es D=[ 0 4 0
006

Normalizando las columnas de P se obtiene
Lm -Lmo
2 2

Bl Lz Lz o

2 2
0 0 1

] | | ]

EJE'?SJTO

BT= 1 1 5y A=B|o40|BT
—EJT'EJE'O 0o 6

8§ 0 0

0 0 1
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