Calculo 11
9 de enero de 2015

Ejercicio 1 (3 puntos).

a) Calcule la derivada de la funcién f (z,y) = 3ze? — 23

del vector v = <l ﬁ)

27 2

— €% en el punto (2,0) en la direccién

b) Sea g : R?* — R? una funcién diferenciable tal que g (0,0,0) = (2,0) y cuya matriz jacobiana

en (0,0,0) es Jg (0,0,0) = < (1) (1) _11 ) Calcule las derivadas parciales de fogen (0,0,0).

c) Calcule los puntos en los que f alcanza un maximo o un minimo local.

Solucién. En primer lugar se calcula el gradiente de f:
Vf(z,y)= (3¢ — 32%, 3we’ —3e¥).

La funcién f es diferenciable en todo R? porque sus derivadas parciales son continuas. Por ello, la
derivada de f en la direccién de v se puede calcular de la siguiente forma:

1 \/§> _3v3-9

D,f (2’0) =V/f (27(]) ‘U= <_973) ) (57 DY 5

Para calcular el gradiente de f o g se aplica la regla de la cadena:
V(feg)(0,0,0) = Vf(g(0,0,0)) Jg(0,0,0) =Vf(2,0) Jg(0,0,0)
1 0 -1

= (-9,3) ( 01 1 ) =(-9,3,12).

Las derivadas parciales de f o g son las coordenadas del gradiente:

d(fog) d(foyg) B d(fog) B
5 a—y(O’O’O) =3, ——22(0,0,0) = 12.

(0,0,0) = —9, o

Para determinar los extremos locales de f se calculan primero los puntos criticos:
2

ey =1z
xe¥ = e,

Vf(z,y)= (Sey — 322, 3ze? — 3639) =(0,0) & {

La segunda ecuacién implica que z = e?Y. Se introduce esta relacién en la primera ecuacién:

2

eV = mQ:(GQy) =¥,
_ 3y

1 = e,

y = 0,

r = 1.



Por tanto, el unico punto critico es (1,0). A continuacién se calcula la matriz hessiana de f:

—6x 3eY -6 3
Hf(:r,y):< 3eY Sxey—9e3y>’ Hf(l’o):( 3 —6>'

Como det Hf (1,0) > 0y % (1,0) < 0, la funcién f tiene un méximo local en (1,0). No tiene
minimos locales.

Ejercicio 2

a) (1 punto). Sea A = {(x,y) e R? | 1 <y <2, y < x < 2y}. Calcule la siguiente integral:

// dmdy
x+y

b) (2 puntos). Calcule la integral In (22 + 4?) dvdy si D representa el siguiente conjunto:
D

D={(z,y) eR*|2>0, y>0, 1 <a®+y*> <4}.

Solucién. Para calcular la integral del apartado (a) se aplica el teorema de Fubini:

211 z=2y
gt - [ 2o (1281
w—l—y x+y 1 T4y

=y

1

Para calcular la integral del apartado (b) se hace un cambio de variable a coordenadas polares:

//ln(x2+y2)da:dy = // (r* cos® (a) + r?sen’ (@) - r dov dr
D
= /—rln 7T/ rin (r
1 2

A continuacién se calcula una primitiva de la funcién rIn (r):

r? r r? T2
/rln(r)drzEln(r)—/ﬁdr:Eln(r)—Z.

//Dln($2+y2) dedy = 7 Em(r)—g]rﬁ =7 <21n(2)—§l).

Por tanto,



Ejercicio 3 (2 puntos). Se define la siguiente funcién en R:

2z 2y(a®+1)
P - (G ).

a) (Es ' un campo conservativo en R?? Justifique la respuesta.
b) Calcule la integral de linea [ F'-dssiy(t) = (£* —1,¢° —1), 0 <t < L.
Solucién. Sean F; y F; las dos componentes de la funcion F':

21 —2y (22 +1)
Py (z,y) = 5—, Fz(%y):W

yr+1

Las funciones F} y F5 son de clase 1 en R? y, ademds,
oF (2.y) = —dxy  OF
dy Y (2417 Oz

Esto implica que F' es un campo conservativo. A continuacion se calcula una funcién potencial de
F.Si f:R? — R es diferenciable y Vf = F, entonces
of af

%($,y):F1<x7y)a a_y($?y):F2<x’y)'

(z,y).

Por tanto,

2z z?
Flaw) = [Fpde= [ o= —tvow),

donde g es una funcién derivable definida en R. Por una parte, la derivada de f respecto a y tiene
la siguiente expresion:

of —22%y ,
(1Y) = ——5+4d(¥).
oy 0= W)
Por otra parte,
of —2y (2 +1 —22%y 2y
T e=pay= "2 D Wy W
Ay (y2+1) W+1)° (¥ +1)
Por tanto,
—2y
/
g\y) = )
( ) (y2+1)2
1
= R).
Una funcién potencial de F' es
x? 2241
f(zy) = 11 +9(y) = IEEE

La integral de linea de F' se puede calcular ahora del siguiente modo:

[Fds= )= F00)= 0.0~ F(-10)=1-2=-L

y



Ejercicio 4 (2 puntos).
a) Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacién cos (z) = 2.
b) Calcule la integral [, ez;;dz, donde C' representa la circunferencia de ecuacion |z| = 3.

Solucién. Ecuacién cos (z) = 2:

jz —jz
eete” _ 2,
e*+e 7P = 4.

Se multiplica la ecuacién por e/*:
€7 41 = 4e¥?,

e — 467" +1=0,
(" —2)" =3,
e/* =2 +/3,
jz:1n<2i\/§> vomnj  (nex),

z:27m—jln<2:|:\/§> (nelZ).

Para calcular la integral del apartado (b) se puede utilizar la férmula integral de Cauchy para la
derivada de la funcién f (z) = e *:

1 (0) 1 ﬁdz L/e_zdz.

:27Tj c Z2? :27Tj c 22

Entonces

/ ‘; dz =2mj- f'(0) = 2mj - (—€°) = —2mj.
C



