Calculo 11
20 de enero de 2016

Ejercicio 1 (3 puntos). Se define la siguiente funcién en R?:
f(z,y) =2’ = 3zy +y°.
a) Escriba la ecuacién del plano tangente a la gréfica de f en el punto (z,vy,2) = (2,1, 3).

b) Determine los méximos locales (o relativos), los minimos locales y los puntos de silla de la
funcién f.

c) Sean u: R — Ry v: R — R dos funciones derivables con las propiedades siguientes:
u(0) =2, u' (0) = 2, v(0) =1, v (0) = 1.
Calcule la derivada de la funcién g (t) = f (u (t),v (¢t)) en t = 0.

Solucién. a) Derivadas parciales de f:

of a2 of o 2
5y (L) =32 3y, o (z,y) = =3z +3y".
Ecuacion del plano tangente:
_ of of
F=FRD G-+ 52D 1),

2=34+9(x—-2)—-3(@y—1).

b) En primer lugar se determinan los puntos criticos de f:

of _ _

5 (&Y) =32 =3y =0 {x2:y
2:

of Y T.

9 (r,y) = =32z +3y> =0

Entonces

y=2=y",  y'-y=0, y’-1)=0
Por tanto, y =0 6 y = 1, con lo cual los puntos criticos de f son (0,0) y (1,1). A continuacién se
calcula la matriz hessiana de f:

Hf(x,y)z(ﬁg gj) Hf(o,o):<_03 —03>’ Hf(1,1):<_63 —63>

Se deduce que f tiene un punto de silla en (0,0) y un minimo local en (1, 1).
¢) Como (u (0),v(0)) = (2,1), la derivada de g (t) = f (u(t),v (t)) ent =0 es

g'(O):%(2,1)-u'(O)—l—g—‘;(Q,l)-v’(O):9~2—3-1:15.



Ejercicio 2 (2 puntos). Calcule la integral [ p Y drdy, donde D es el siguiente subconjunto del

plano:
D={(z,y) eR* /x>0, y>0, 2°+y* <1, 2 +¢° > 2z}.

Solucién. El conjunto D estd contenido en el primer cuadrante del plano. En primer lugar se
determina el punto de corte de las circunferencias 22 +1? = 1 y 22 4+y? = 2z en el primer cuadrante:

24yt =1 - -
vyt =20 » & (1,y) = (1/2,\/§/Q> = <COS g,seng).
x>0,y>0

Para calcular la integral se aplica el teorema de Fubini:

2 y=v1—1x2
D V2z—x2 y:\/m
xT

/~1/2 — 2% p |:x 2:|3: 1/2 1
. 2 2 |, 8

La integral también se puede calcular utilizando coordenadas polares. El angulo, que llamaremos
«, varfa entre /3 y w/2. La distancia r de cada punto (z,y) al origen de coordenadas varia entre
un valor minimo (que depende de o) y 1. A continuacién se determina el valor minimo de 7 en
funcién de a:

7+ y? = 2,

200 =2rcosa,

7’2 (:os2 o+ 1"2 sen
r = 2cosq.

Por tanto,

w/2 1 /2 3 r=1
// y drdy = / / r?sen a drdo :/ {T sena] do
D 2cos « w/3 3 r=2cos a

/ sena 8 cos® avsen «v P {— cosa  2cos? CV:| a=r/2 4
7r/3 8

+ —
3 3 3 3 s



Ejercicio 3 (2 puntos). Se considera el siguiente subconjunto del plano:
1
AZ{(%y)GRQ/JIZO,yZO,1§x2+y2§4, ﬁxSyS\/g:r}.

Se llama v a la curva cerrada que forma el borde de A, orientada en sentido positivo. Calcule la
siguiente integral de linea:

/ (y2 + arctg 3:) dr + (ey — 352) dy.

v

Solucién. Se aplica el teorema de Green:

/ (y2 + arctg m) dz + (ey — xQ) dy = //A —2x — 2y dxdy

v

w/3 P2
= / (—2rcosa — 2rsena) r drda
w/6 J1
w/3 2
= / —2r?% (cos a + sen a) drdo
/6 J1
/3 _
= / ll(cosoz%—sena) do
/6 3

i)



Ejercicio 4 (3 puntos). Se llama C' a la circunferencia en el plano complejo con centro 0 y radio
1, orientada en sentido positivo.

a) Utilice el cambio de variable z = e/* para demostrar la siguiente igualdad:

2
1 2 1
[
o 2+cost JJol+4z+2

2

1
b) Utilice el apartado anterior y el teorema de los residuos para calcular la integral /
0

2+ cost

Solucién. La circunferencia C' se puede parametrizar de la siguiente forma:
z=¢lt (0<t<2m).

Entonces

2 1 R 1 . 2 1
j/01+42'+22 ’ j/o 1+ deit + 2t /0 eIt + 4 + eit

2 1 21 1
_— / —jt it dt = / —dt
0 24 H— o 2+ cost

Esto demuestra la igualdad del apartado (a).
A continuacién se utiliza el teorema de los residuos para calcular las integrales anteriores. Las

singularidades de la funcién
1

Fle) = 144z 4+ 22
sonz:—2—\/§yz:—2+\/§. Como —2 — /3 < —-1ly-1< —2+\/§<O, se deduce que
2= —2++/3 es la tnica singularidad de f en el interior de la curva C. El punto z = —2 + V3 es

cero simple del denominador y, por tanto, es un polo de orden 1 de la funcién f. El residuo de f
en z = —2+ \/§ es

z— (—2+V3) 1
-9 ) — li — .
fies <f =243 oy 1+dzt 22 2v/3

Entonces

1 : mj
—————dz=271j-R -2 3) = .
/Cl+4z+z2 S €S<f’ +\/_> V3

Por 1ltimo, se obtiene el valor de la integral real:

/2” Lo 2/ 1 52T
———at =~ — 0z = —=.
o 2+cost JJol+4z+ 22 V3



