Asignatura: Calculo II. Fecha: 7-7-2015.
Publicacién de notas: 14-7-2015. Revisiéon del examen: 17-7-2015.

Duracién: 3 horas. Todos los problemas tienen la misma puntuacién.

Problema 1. Se llama f a la siguiente funcién definida en R:

o ar @) #00)
T,Y) =

0 si (z,y) = (0,0).

a) Estudie la continuidad de f en el punto (0,0).

)

b) Calcule las derivadas parciales de f en cada punto de R.

c) Estudie si las derivadas parciales de f son continuas en (0, 0).
)

d) Para cada t € R se define g (t) = (te!, cost). Calcule la matriz jacobiana de go f en el punto (1,1).

Solucién. Si (z,y) # (0,0), entonces

2

ly| < |y| — 0.

0<[f(z,y)|= m ) (0.0)

Por tanto, lim, ,)—(0,0) f (z,y) = 0 = f(0,0), es decir, f es continua en (0,0).
A continuacién se calcula la derivada parcial de f respecto a x. Si (z,y) # (0,0), entonces
2y (24P —22%y 2y

O (2,9 = -
Oz (2 +92)° (22 +92)"
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Derivada parcial de f respecto a = en (0,0):

8f f (tvO) - f(ov())

oz (00 = lim t =0
Entonces -
xy _
e si(@y) #(0,0)
of (2,y) = { @+ y?)?
oz
0 si (z,y) = (0,0).
La funcién gf no es continua en (0, 0) porque su limite a lo largo de la recta y = x es distinto de (0 0):
2zy° 2z* 1 0
fm 2 g 210 )
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Ahora se calcula la derivada parcial de f respecto a y. Si (z,y) # (0,0), entonces

af 22 (22 4+ ?) — 202 ot — ay?
Sy = 2T
oy (22 4+ y?) (22 4 y?)
Derivada parcial de f respecto a y en (0,0):
0 0,t) — f(0,0
ay t—0 t
Entonces . 5 o
xt — 1%y .
si (z,y) # (0,0)
of (1) (22 + 2)?
oy
0 si (z,y) = (0,0).

La funcién g—i tampoco es continua en (0,0) porque su limite a lo largo de la recta y = 0 es distinto de
)
52(0,0):

134 _ x2y2 L 134 af
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y:

(0,0).

Las derivadas parciales de f son continuas en R?\ {(0,0)}, luego f es diferenciable en R?\ {(0,0)}.
Ademsds, la funcién g es derivable en todo R y su derivada es ¢’ (t) = (¢! + te', —sent). Por tanto, se
puede aplicar la regla de la cadena para calcular la matriz jacobiana de g o f en (1,1):

J(geo )1 = ¢(f(1,1)-Vf(1,1)=4¢"(1/2)-Vf(1,1)

31/2 3e1/2
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Problema 2. Sea A la regién de R? limitada por las siguientes rectas y circunferencias:

Dibuje el conjunto A y calcule su area.

Solucién. La circunferencia z? + y* = 2z tiene centro (1,0) y radio 1:
=2z & 2’ —2r+1+y°=1 & (r =1+ =1
La circunferencia 2% + y? = 4z tiene centro (2,0) y radio 2:

a2 + 9 =4z & 2 —dr+4+9y° =4 & (x —2)° +9° = 4.

El conjunto A corresponde a la parte sombreada del siguiente grafico:

El area de A es [[, dzdy. Para calcular esta integral se utilizardn coordenadas polares. El dngulo
0 varia entre 0 y m/4. Para cada 0, la distancia al origen, que llamaremos r, varfa entre dos valores
que dependen de 6. El valor minimo de r se alcanza cuando el punto (rcos@,rsenf) pertenece a la
circunferencia 22 + y? = 2z:

r? cos® 0 + r?sen? § = 2r cos 6,

r = 2cosf.
El valor maximo de r se alcanza cuando (r cos 6, sen ) pertenece a la circunferencia z? + y* = 4x:

12 cos® 0 + r?sen? § = 4r cos b,

r=4cosf.



Por tanto,
r=4cos /4
df = / 6 cos? 6 de.
0

r=2cos 6

w/4 prdcosf /4 r2
// d:vdy:/ / Td?"d@z/ —
A 0 2cos 6 0 2

Primitiva de la funcién cos? 6:

/0052 0df = senf cos O + /sen2 0df = sen cos O + / 1 — cos?0df = senfcosf + 60 — /0052 0deo,

/COSQQ g0 — 9+ser;9(:os€‘

El drea de A es el siguiente valor:

// drdy = 6 6 +senfcosf
A 2

b=r/d 3. 3

0=0



Problema 3. Se llama C' a la circunferencia en el plano complejo con centro 0 y radio 1, orientada en
sentido positivo. Calcule la siguiente integral:

_ (=172

Solucién. Las funciones (z — 1/2)% y h(z) = cos (7z) son analiticas en C. Por tanto, f (z) o) =

(=—1/2)?
h(z)

es analitica en C salvo en los ceros del denominador, que son los siguientes:
T 1
h(z):cos(wz)zoﬁwz:§+n7r<:>z:§+n (nelZ).

Los tnicos ceros de h en el interior de la curva C'son z =1/2y z = —1/2:

Estos dos puntos son ceros simples del denominador:
h'(2) = —7wsen(7z), h'(1/2) = —m #0, h'(=1/2) =m #0.

Puesto que el numerador de f, (z — 1/ 2)?, tiene un cero doble en z = 1 /2, la funcién f tiene un cero
simple en z = 1/2. Como el numerador de f no se anula en z = —1/2, f tiene en z = —1/2 un polo
simple (en negro en el dibujo). Si se aplica el teorema de los residuos se obtiene el siguiente resultado:

(z-3)° (z+3) (z—3)° 1
~——2dz=2nj-R —-1/2) =275 - I 2 2 =2mj - — = 2j.
/c cos (7z) 2= 2mj - Res(f,=1/2) = 27 By cos (7z) T



