Calculo 11
29 de junio de 2017

Problema 1 (3’5 puntos). Sea f la siguiente funcion definida en R?:
23— 2%y — 4

2 1 .2

fa,y) = vy
0 si (z,y) = (0,0).

si (z,y) # (0,0)

(a) Estudia la continuidad de f en (0,0).
(b) Calcula las derivadas parciales de f, si existen, en (0,0) y en cualquier punto (z,y) # (0,0).

(¢) Para cadaf € R, calcula la derivada direccional de f en (0,0) en la direccion vy = (cosf,senf).
A la vista de este resultado, determina por qué [ no es diferenciable en (0,0).

(d) Sea g : R? — R? la funcion definida como g (z,y) = (1 + x,y*). Obtén la matriz jacobiana
de fog en el punto (0,0).

(e) Calcula la ecuacion del plano tangente a la grifica de f en el punto (z,y) = (1,0).

Solucién.
(a) Para determinar el limite de f en (0,0) se realiza un cambio a coordenadas polares:

)  r3cosPa—r2cos?a - rsena — r3send
lim f (rcosa,rsena) = lim S 3
r—0 r—0 74 COS* (v + 74 sen” «
= limr (0053 a — cos® avsen o — sen 3a) )
r—0

3 3

a — cos? avsen o — sen «) estd acotado y r tiende a cero, se obtiene que

lim f (r,y) = 0= 1 (0,0).

(z,y)—(0,0

Como (cos

Es decir, la funcién f es continua en (0, 0).

(b) Derivadas parciales de f en (0,0):
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Derivadas parciales en un punto (x,y) # (0,0):

of (2.1) = (32% — 2zy) (2* + y°) — (2 — 2%y —®) - 20 a* + 3ay?

o0 " @+ ) @+ )
O (= CT =300 @4 y?) = (0 = oy —y") -2y —a® —y' — 2y —2ay?
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(c) Derivada de f en (0,0) en la direccién vy = (cos 8, sen 6):

13 cos3 0—t2 cos? -t sen 6—1t3 sen’ 6
DUgf (0’ O) — llm f (t COS 9, t sen 0) B f (07 0) — hm t2 cos? 9+t2 sen2 0

t—0 t t—0 t

= cos®H — cos?fsenf — sen® 6 = cos®H — sen b (C082 0 + sen?® 0)

= cos®H — senb.

Si la funcién f fuera diferenciable en (0, 0), para todo 6 se cumplirfa que D,, f (0,0) = V f(0,0)-vj.
Sin embargo, hemos calculado que D,, f (0,0) = cos® # — sen 6, mientras que

V£(0,0)-vg=(1,—1)-(cosf,senf) = cos — senb.

En general, cos® f — sen f # cos ) — sen 6 (por ejemplo, si § = %). Por tanto, f no es diferenciable
en (0,0).

(d) La matriz jacobiana de g (z,y) = (1 + z,y?) es

Jg (z,y) = <(1) 20y>-

Como las componentes de g tienen derivadas parciales continuas, se deduce que g es una funcién
diferenciable en todo R%. Ademds, las derivadas parciales de f son continuas en R?\ {(0,0)} y, por
tanto, f es diferenciable en todo punto (z,y) # (0,0). Por la regla de la cadena se cumple que

oy (0.0) = Iy (9(0.0)) - 4, 0.0) = T7 (1,0)- 4, 0.0) = (1.-1) (¢ ) ) =(1.0).

(e) La ecuacién del plano tangente en (1,0) es

0 0
z:f(1,0)+a—£(1,0)-(x—1)+8—£(1,0)-y,

2= —y.



Problema 2 (3 puntos).

(a) Calcula la integral de F (x,y) = (x — y,x +y) a lo largo del segmento con origen en el punto
P = (1,0) y final en el punto Q = (0,2).

(b) Sea D = {(z,y) eR? /1< 2>+ y* <9, y>0}. Sea C la frontera del conjunto D, orien-

tada en sentido positivo. Utilizando el teorema de Green, calcula la integral de linea

/C (arctg (z) — y?) dz + (€Y + 2?) dy.

Solucién. o
(a) Una parametrizacién del segmento P(Q) es

Y(t)=P+t(Q—P)=(1-1t2t),
donde 0 <t < 1. Entonces
1 1
/ F-ds = /F(v(t))-q/(t)dt:/ F(l1—t2t)-(=1,2)dt
PQ 0 0
1
= /(1—t—2t,1—t—|—2t)-(—1,2)dt
0

t=1 7

5

1
= / (5t +1)dt = 20 1y
0 2

t=0

(b) El siguiente grafico es una representacion del conjunto D (en gris) y la curva C' (en rojo):

3 9 1 0 1 2 3

Se aplicara el teorema de Green para transformar la integral de linea en una integral doble y, a



continuacion, se realizard un cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas polares:
2 2 9 2 9 2
(arctg(m) —y )dm+ (ey+x )dy = — (ey—l—x ) - — (arctg(x) —y ) dxdy
c p \0z dy
™ 3
- // (2x 4 2y) dedy = / / (2r? cos 6 + 2r* sen §) drdf
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Problema 3 (3’5 puntos).

1. Caleula el valor de la constante real k para que la funcion u (x,y) = x® + kxy* sea armdnica
en R2. Encuentra una funcién analitica (es decir, holomorfa) en C cuya parte real sea u.

2. Supongamos que R > 0 y que C' es la circunferencia de centro 0 y radio R, recorrida una vez
en sentido positivo. Sean a,b € C tales que a #0, b # 0 y a # b.

(a) Calcula /C%dz si |b] < R.

(b) C’alcula/ Fra dz si |b| > R.

cz(z+0b)

Solucion.
1. La funcién u es un polinomio y, por tanto, tiene derivadas parciales de todos los érdenes
continuas en R?. Las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién u son

ou ou
%(x,y) :3$2+ky27 a_y(x7y) ZQI{TZL‘y,
0%*u 0*u 0*u

La funcién es arménica en R? si para todo (z,7y) € R? se cumple que

0%u 0%u
) (z,y) + o2 (z,y) =0.
Es decir, 6x + 2kx = 0 para todo (x,y) € R2. Por tanto, k = —3.
A continuacién se determina una funcién v : R> — R con la propiedad de que

f @+ jy) = u(z,y) + jo(z,y) = 2* = 3zy® + jv (z,y)

sea analitica en C. Las funciones u y v deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo

punto:
ov _ Ou o9 9 ov _ Ou B
o (z,y) = e (z,y) = 32~ — 3y~, o (z,y) = o (z,y) = 6xy.

Entonces
v(z,y) = / (3x2 — 3y2) dy = 3z%y —y* + h(2),

donde h : R — R es una funcién derivable que sélo depende de z. Ademds, para cada (x,y) € R?
se cumple que

s,
6ry = a—; (z,y) = 6xy + b’ ().

Se deduce que I’ (x) = 0 para todo z, es decir, h es constante. Por tanto, para todo ¢ € R, la
funcién

v(z,y) =32y —y* +c
tiene la propiedad de que f (z + jy) = u (z,y) + jv (z,y) es analitica en C. En efecto, u y v tienen
derivadas parciales continuas en todo R? por ser polinomios y, ademds, cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en todo punto. También se puede observar que

fz+jy) = (2% = 329%) +j (32%y —v* + ¢) = (x +jy)’ + ¢j.



Es decir, f (z) = 2 + ¢j, que claramente es una funcién analitica en todo C.

2. La funcién del integrando es racional y, por tanto, analitica salvo en las raices del denomi-
nador, que son z = 0 y z = —b. Ambas son raices simples del denominador (porque b # 0) y no
anulan el numerador (porque 0 # a # b), por lo que son polos simples del integrando. El residuo
de la funcién en z = 0 es

zZ+a Z+a a
s — i o7 )= 2
f%s(z<z+bwo> »ﬂﬁ(z z@—rm> b

El residuo en z = —b es

zZ+a zZ+a b—a
) = b) - — :
R“(4z+w’ ) szcz*) Mz+®> b

(a) Si |b| < R, los dos polos, 0 y —b, se encuentran en el interior de C. Aplicando el teorema
de los residuos se obtiene

/C%dz — o) (Res (%,O)JFR% (%—b))

h—
= 27j (%—{— ba):27rj.

(b) Si |b] > R, entonces z = 0 estd en el interior de la curva y z = —b en el exterior. Aplicando
el teorema de los residuos se obtiene

zZ+a z+a a
————dz=2nj R ——0) =275 —.
/Cz(z—l—b) T es(z(z—i—b)’ ) e



