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Todos los problemas tienen la misma puntuacién.

Problema 1.

a) Sea f:R — R una funcién derivable y sea g(x,y) una funcién definida por

g(w,y) = wyf <$;;y> :

dg dg
274 2% —
9 Yoy H(z,y)g(x,y).

b) Sea ¢ : R® — R3 una funcién diferenciable en (0,0,0) tal que $(0,0,0) = (1,1,0), cuya

matriz Jacobiana en (0,0,0) es:

Calcula una funcién H(z,y) que verifique z

(j¢) (0’ 0, 0) =

—_ = =
o = O
—_ = =

Sea ¢ : R3 — R definida por o(z,y, z) = €Y. Calcula el gradiente de la funcién ¢ o ¢ en
(0,0,0).

Solucién. En primer lugar se calculan las derivadas parciales de la funcién g:
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Ty Ty
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La funcion H debe cumplir la siguiente ecuacion:

0g dg
2YJ .27 _
T (z,y) —y By (z,y) = H (z,y) g (x,y) .

Es decir,

(z—y)g(z,y)=H(z,y) g(z,y).



Por tanto, H (z,y) = x — y cumple la ecuacién del enunciado.

El gradiente de ¢ es el siguiente:
Vo (z,y,z2) = (yze™?*, zze™* zye®™*).

Las derivadas parciales de ¢ son continuas en todo R?, luego ¢ es una funcién diferenciable en
todo R3. Ademds, ¢ es diferenciable en (0,0,0). Por tanto, se puede aplicar la regla de la cadena

para calcular el gradiente de ¢ o ¢ en (0,0,0):
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= (0,0,1) (1 1 1 |=(101).
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Problema 2. Se considera el campo vectorial
Fy(z,y) = (y+ 2y’ + Na*y) e, N €R.

Sea 7 la curva de ecuacidn ot) = (t,e), 0 <t < 1, y sea T el segmento de ecuacion
Bt)=(1,t), -1 <t <1

i) Calcula /F1 - da, ii) C’alcula/FN -dfp para N # 1.
r

”
Solucidn. i) Sean Pi(z,y) = (y + zy*)e™ y Qi(z,y) = (z + zy)e™ las componentes
del campo Fi(x,y). Como son producto de polinomios por una funcién exponencial,

tienen derivadas parciales continuas en todo punto de R? y ademas

aPl o 2,2\ Yy __ an
9 (z,y) = (1+3zy +27y")e™ = — ~(z,y) en todo (z,y).

Como consecuencia, Fi(z,y) es un gradiente en todo R?, es decir, existe p(x,y) tal que

0 0
Py(z,y) = 8—?(%,@), Qi(z,y) = 8—;0(1’,% en todo (z,y) € R?.
Haciendo integracién por partes obtenemos

i

e*y e*v
oo () = (y+ay?)e™ = o(z,y) = /(y+wy2)e””ydﬂf = (y+fcy2)7—/ ?deJHCP(y)

= (L+ay —1)e™ = zye™ + (y). (1)

Como g—‘;(m,y) tiene que ser (Qq(z,y), derivando con respecto a y en la expresién (1)

obtenemos
(z+2%y)e™ + ¥'(y) = Qu(r,y) = '(y) =0 = D(y) = C.
Entonces
o(x,y) = zye™ + C.

Como la integral i) es independiente del camino y los puntos inicial y final son «(0) = (0, 1)

y a(l) = (1,€) tenemos

/F1 ~da = ¢(1,€) — p(0,1) = et

Y

ii) Cuando N # 1 el campo Fx(z,y) no es un gradiente en ningin abierto del plano

porque
0P 0
a—yN(%y) = (14 3zy + 2%y*)e™, %(L y) = (1 + (2N + 1)zy + Nzy?)e™
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que son iguales tinicamente cuando N = 1. Por lo tanto, la integral i7) depende del camino

y tiene que calcularse por el segmento 3(t). Tenemos

/FFN~d6:/1FN(ﬁ(t))-ﬁ’(t)dt:/ (Pn(1,t),Qn(1,t)) - (0,1) dt

1
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:/ Qn(1,t) dt:/ (1+ Nt)e' dt = (1—|—Nt)et|11—/ Netdt =e+ (2N —1)e .
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Problema 3.

a) Calcula / f(2)dz siendo f(z) = ZRe(z) y ~y el arco menor de la circunferencia |z| = 2
g

desde z1 = 2 a z9 = 2j.
z

3
b) Calcula / g(z)dz, siendo g(z) = (_,_67')71 conn € N,y flacurva |z—jr| = %, recorrida
3 z+gm
en sentido positivo.
# 3
¢) Calcula /ﬁg(z)dz, siendo ¢(z) = (Z—SW conn € N,y (la curva |z + 2jn| = g,

recorrida en sentido negativo.
Solucién.

a) Parametrizacion: z(t) = 2¢/*, ¢ € [0, F].

/ f(z)dz = ’ 2¢2c0s(t) 257t dt = 85
@) 2

b) g(z) tiene un polo de orden n en z = —jm.
R dnt o T B -1
Res,—_jrg = mlzmzﬂ,ﬁrw(g(z)(z +jm)") = mlzmzﬂfjﬁe = 1)

Como g(z) es analitica en todos los puntos del contorno de 3 y en su interior, entonces

/ﬁg(z)dz =0.

¢) Por el Teorema de los Residuos,

) =1 21y
/Bg(z)dz = —2mjRes,—jrg = —27] (n—1)! = (n— 1)l




