EXAMEN FINAL DE CALCULO II

Fecha: 3 de junio de 2019 Duracién: 2 horas y 30 minutos

APELLIDOS:

NOMBRE: GRUPO:

Ejercicio 1. (2 puntos) Sea f : R? — R? definida por f(z,y) = (xy, Va2 + y2> y sea
u?/v si v#0
g(ua ’U) -
0 si v=0

(a) Calcular, si existen, las derivadas parciales de las componentes de f en (0, 0) ;En qué puntos de R?

es f diferenciable?
(b) Hallar la diferencial de f en (1,1).

(¢) Hallar la matriz jacobiana de g o f en (1,1).

Solucién:
% =1y es continua en R?
(a) () filz,y) =2y = ajf = f1 es diferenciable en R?
ZI _ 4 es continua en IR
y
0 f2 T : 2
——= = ————es continua en IR° — {(0,0)}
) ox 2 2
(i) fo(z,y) = \/Wé dfs \/:EyTy 2
—~ =2 es continua en IR* — {(0,0
Iy a2 4y? {00
Para (z, y) = (0, 0),
2 7 _
%(0’ 0) = lfim @ = l{im |h| = +1 = no existe el limite = no existe ﬁ(o 0)
Oz h—0 h h—0 h Oz
= f no es diferenciable en (0,0) = f es diferenciable en R* - {(0,0)}
of 0 1 V2
(b) 3f1(1 b %(1 b Y = Df(1,1) = V2 V2
Oy b oy 22 2 2

Df(1,1) es una aplicacién lineal de IR? en IR® que actiia sobre el vector (h, k)

Df(1,1)(h,k) = (h +E, £h+ fk)

(¢) La matriz jacobiana, de go f en (1,1) es J(go f)(1,1) = J(g)(f(1,1)) - J(f)(1,1)

11
JHLD=| 5 va | ¥IaD =0 V.
2 2
Siv#£0,Vg(1, vV2) = (2“, —"2> ~ (V3, —1). Por tanto,
v v e ve 2

2 2 V2 47 4

1 1
Sge ) = s - nan = (va -3) | v vz (m m)
2 2



Ejercicio 2. (1,4 puntos) Calcula los puntos criticos de la funcién f(z,y) = sen(z)cos(y) en el intervalo [—1,2] x [—1, 2]

y determina si son maximos relativos, minimos relativos o puntos de silla.

Solucién:  Los puntos criticos son aquellos que verifican

of

or = cos(x)cos(y) = 0, 9y

ox

= —sen(x)sen(y) =0

Las soluciones son los puntos (x,y) tales que sen(z) =0y cos(y) =0, 6 cos(z) =0y sen(y) = 0.

Por tanto, las tinicas soluciones en [—1,2] x [—1,2] son (7/2,0) y (0,7/2). Ademds, se tiene que

0 f o f 0% f 0% f
proh —sen(z)cos(y), droy ~ Ogdr —cos(x)sen(y), W —sen(x)cos(y)
Entonces
-1 0 0 -1
Hf(x/2,0) = , Hf(0,7/2) =
0 -1 -1 0
o f [ :
Como detH f(7/2,0) =1y ﬁ(w/ZO) = —1, hay un méaximo relativo en (7/2,0).
x

Como detH f(0,7/2) = —1, hay un punto de silla en (0,7/2).
Ejercicio 3. (1,3 puntos) Calcula // zy dx dy donde D es el tridngulo de vértices (—2,0), (0,1) y (1,0).
D

Solucién:  El recinto de integracion es:

08 S N 1
0.7 . .

06 F ; \ 4

04 F o \ 1

031 A \ i

021 .-"/ %

01 \_
.'/

donde la recta que pasa por (—2,0) y (0,1) tiene ecuacién 2y —x = 2 y la recta que pasa por (0,1) y (1,0)

tiene ecuacion x + y = 1. Entonces,

Loty Uorg2tY 1[ 3 3,1" 1
//xydxdy:/ / wydwdy:/ y[Q] dyZQ{—4y4+2y3—2y2 =3
D 0 J2y—2 0 2y—2 o



Ejercicio 4. (1,5 puntos) Sea el campo vectorial f(x, y) = (seny — ysenx + x, cosx + xcosy + ¥).

a) Comprobar si es conservativo.
b) Calcula la funcién potencial en caso afirmativo.

¢) Calcula / fdl, siendo 7 la parte de la circunferencia centrada en el origen y de radio 7, con origen

y
en el punto A = (w, 0) y extremo B = (0, 7) recorrida en el sentido de las agujas del reloj.

Solucién @) Sea f(z,y) = (M(z,y), N(z,y)). M y N tienen derivadas parciales continuas. Como

M N
W:(zogy—senm7 w:—senx—kcosy,
Y

ox
M(z, y) _ ON(z, y)
dy ox

entonces, y, por tanto, f es conservativo en R2.
b) Sea f una funcién potencial de f, entonces Vf(x, y) = (fz(z, y), fy(z, v)) = (M(z, y), N(z, y)).
Si fi(x, y) =seny — ysenz + x, entonces
2
flz, y) = /(seny —ysenx + x) dv = xseny + ycosx + % + h(y), siendo h(y) una funcién que

depende sélo de y. Derivando esta dltima expresiéon de f(z, y) respecto de y e igualando con N
2

obtenemos z cosy + cosx + h'(y) = cosz + xcosy+y = h'(y) =y = h(y) = % +c

2 2

Una funcién potencial de f(z, y) en R? es f(z, y) = zseny + ycosx + % + y? + ¢, con ceR.

¢) Puesto que el campo es conservativo las integrales de f a lo largo de curvas en R? sélo dependen de

2 7.‘.2

B
los extremos, por tanto / fdl = / fdl = £(0, ©) — f(m, 0) =7+ % -5 =T
v A

Ejercicio 5. (0,5 puntos) Hallar todas las soluciones de la ecuacién e?* — 1 = 0.

Solucién:

e -1=0 = e¥*=1=e**Y kel = z=knj kel

Ejercicio 6. (1,5 puntos) Sea f(z) una funcién analitica en el disco de centro cero y radio R, con R > 1, que verifica

f(0) =1y f/(0) = 2. Calcula la integral

L(22+3+i> fiz)dz

siendo v la circunferencia de centro 0 y radio 1 orientada positivamente.

Solucién:

/(2z+3+j)f(j)dz:/2f(z) dz+3/f(zz)dz+4/fz(§)dz.



Ejercicio 7.

Solucién:

La funcién f(z) es analitica en el dominio simplemente conexo cuyo contorno es la circunferencia |z| = 1,
entonces / f(2) dz = 0. Por ser f(z) analitica en un abierto que contiene a |z| < 1 en virtud de la férmula

¥
integral de Cauchy y de las derivadas sucesivas:

3L %Z)dz =3-2m5f(0) = 677, 4L %dz =4-2mjf'(0) = 16m;.

Entonces,
1
/ (z—|—2+) @dz:0+67rj+16ﬂ'j:227rj
y z z
2 4
(1,8 puntos) Calcular la integral /0 mdt.
. . . ¢ . . 24271

Haciendo el cambio de variable z = €%, se tiene dz = jzdt, cos(t) = —5 y entonces,

/Qﬂdt—8'/dz—8'/ e az
s b —cos(t) 7)o =10:41 " 7 o G- (51 2v0)(z - (5-216)
donde C' es la circunferencia de centro 0 y radio 1 orientada positivamente. Aplicando el teorema de los

residuos,

o 4 A7 267
— — _dt =8j2mjR 5—2V6) = — = )
/O 5 oos® j2mjRes(f,5 — 2V/6) %= 3




