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En cada pregunta hay que justificar la respuesta, en el hueco correspondiente, con los

calculos y explicaciones apropiadas.

Ejercicio 1 Consideremos una prueba para ciertos componentes electrénicos que da resultado positivo
con probabilidad 0°98 si el componente es defectuoso y con probabilidad 0°001 si no lo es. Supongamos
que la probabilidad de que un componente sea defectuoso (D) es de 0°01 y que los componentes son
estadisticamente independientes. Se realiza la prueba a 10.000 componentes y se desechan aquellos en

los que la prueba ha resultado positiva, aceptindose (A) el resto.
1. (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que un componente aceptado, sea defectuoso.

2. (0.5 puntos) Obtener la expresion, dejando indicada la operacion, de la probabilidad de aceptar

9.900 componentes.
3. (0.5 puntos) Calcular el nimero medio de componentes defectuosos aceptados de entre los 10.000
Sabemos que P(A/D) =098, P(A/D) = 0001, P(D)=001.
1.
P(AND) P(A/D)P(D) 0’02 - 0'01

POIA) = =5y~ = P(A/D)P(D) + P(A/D)P(D) _ 002001 + 09990799 000202

2. Sea X la variable aleatoria “nimero de componentes aceptados de entre los 10000”

X ~ Bin(n = 10000, p) , donde p = P(A) = 0,98921

10000

P(X = 9900) = <9900

)0,989219900(1 —0,98921)100

3. Sea Y la variable aleatoria “ntimero de componentes defectuosos aceptados de entre los 10000”
Y ~ Bin(n = 10000, p1)

donde p; = P(AN D) = P(A/D)P(D) = 0/02 - 0'01 = 0,0002

E(Y) = np; = 10000 - 0,0002 = 2



Ejercicio 2 La longitud (en ¢m) de las piezas fabricadas en un proceso de produccion tiene la siguiente

funcion de densidad:

fa) = % stx>1
0 en el resto

~

. (0.5 puntos) Si las piezas aceptables deben tener longitud entre 1 y 2 ¢cm, scudl es el porcentaje

de piezas aceptables fabricadas?
2. (0.5 puntos) Calcula la longitud media de las piezas fabricadas.

3. (0.5 puntos) Calcula la mediana (o sequndo cuartil) de la distribucion.

1.
P(1<X ¢ 3 3|2
1<X<2)= 1 e =—u |, =17/8
2.
Too 3y 3p72|T
E(X)= —dr = =3/2
= Ha= =y
3. Denotando por m la mediana de X
1 mo3 _31m 1
1 1 3
—g =g = m=V2=1,2599

Ejercicio 3 Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional continua con funcion de densidad con-
junta:

3

7 s -l<w<l 2 <y <1,
flz,y) =

0 en el resto

1. (0.5 puntos) Calcula las distribuciones marginales,s;son X e Y independientes?

2. (1 punto) Calcula P(Y < X)

L fx(z) = /x:

vV 3 3 3

fr(y) = 1=tV =gvy,  0<y<l
VY

Las variables X e Y no son independientes puesto que fx(x) - fy (y) # f(z,y) .

! 3 L3 3 (22 23
2. P(Y < X) = S de= [ Br_ e dwoS (T
wen= ([ ) a= [fe-sa=i(5-7)

3
dyzz(l—x2), -l<z<1

>~ w

L |

0




Ejercicio 4 Se lanza un dado equilibrado. Sean X e Y dos variables aleatorias definidas por

~

IS

NS

—1 si el resultado es impar

X =
1 st el resultado es par
—1 si el resultado es 1,2 6 3
Y = 0 si el resultado es 4

1 si el resultado es 5 ¢ 6

. (0.5 puntos) Halla la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y).
. (0.5 puntos) Halla las distribuciones marginales.

. (0.5 puntos) Calcula P(X +Y =0/Y <0).

. La variable aleatoria (X,Y’) estd definida del siguiente modo:
o I e

1 —  (=1,-1)

2z — 1-1
3 — (-1,-1)
4 — @0
5 — (=11
6 — @01
Y\ X | -1 1
Su funcién de probabilidad vendra dada por: -1 | 1/3]1/6
0 0 |1/6
1 1/6 | 1/6

. La distribuciéon marginal de X es

PX=-1)=P(X=—-1,Y =—1)+P(X=-1,Y =0)+ P(X = —1,Y =1) = 1/2

PX=1)=PX=1L,Y=-1)4+PX=1,Y=0+PX=1,Y=1)=1/2
La distribuciéon marginal de Y es
PY=-1)=PX=-1Y=-1)4+PX=1Y=-1)=1/2
PY=0=PX=-1,Y=0+P(X=1,Y=0)=1/6

PY=1)=PX=-1,Y=1)+P(X=1,Y=1)=1/3

P(X+Y =0,Y < P(X=1Y=-1
P(X+Y =0y <0y ZXFY=0Y<0) PX=1

P(Y <0) P(Y =—1)+ P(Y =0)



Ejercicio 5 Al fabricar ciertos componentes se produce un material contaminante (cinc) que se
sospecha puede estar pasando al agua de un lago proximo. Se supone que la concentracion de cinc
en el agua, en gramos por milimetro cubico, se distribuye segin una normal de media p y varianza
0%2=0.09. La concentracion media de cinc obtenida al tomar una muestra de agua en 36 localizaciones

diferentes del lago es 2.6 gramos por milimetro cibico.

1. (0.5 puntos) Calcula un intervalo de confianza al 95 % para la concentracion media de cinc en

el lago.

2. (0.5 puntos) Obtén el tamano minimo de la muestra, n, para que el radio del intervalo de con-

fianza al 95 % sea menor que 0'05.

1. Sea pu la concentracion media de cinc en todo el lago que queremos estimar. Con los datos que

tenemos, resultaria:

,/I /N
009<u<2’6+1’96. 009
V/36 V36

Luego el intervalo de confianza al 95 % para u serd: (2'502,2'698)

2'6 —1/96 -

2. Con las condicién del enunciado, resultaria:

0’3
lw—2'6| <005 =196 — < 005 = n > 138’29
n

vn

Por tanto, n = 139.

Ejercicio 6 Sea X(t) = At un proceso aleatorio donde A es una variable aleatoria continua con

distribucion uniforme en (0,1).
1. (0.5 puntos) Calcula P(X(3) < 1).

2. (0.5 puntos) Calcula la media, autocorrelacion y varianza de X (t). sEs estacionario en algin

sentido?

3. (0.5 puntos) ;Cudnto vale COV(X (1), X (4))?

1. P(X(3)<1):P(A-3<1):P(A<%):é

2.
E[X(t)] =t E[A] = %
Rx(t,t+7) = E[X()X(t+ 7)) = t(t + T)E[A?] = t2+3tT
VAR[X(t)] = ¢*- VAR[A] = £ %

No es estacionario en sentido amplio y, por tanto, tampoco es estacionario en sentido estricto.



3. Sustituyendo en la expresién de la autocorrelacion, calculada en el apartado anterior, ¢t por 1y
T por 3, resulta:

COVIX (1), X (4)] =E[X ()X (4)] — E[X(D]E[X (4)

14 1-4 14 1
=Rx(L4) - 55 =3 "33 3

Ejercicio 7 Un proceso, X (t), estacionario gaussiano de media 0 tiene una funcion de autocorrelacion
Rx(7) = 10e~ %! cos(277)
1. (1 punto) Encuentra la distribucién de la variable aleatoria (X(0),X(3), X (1))

2. (0.5 puntos) Calcula P(X (1) <2, X(3) < 1)

1. Como X () es un proceso gaussiano, (X (0), X (3), X (1)) es una variable aleatoria con distribucién

normal tridimensional con vector de medias (0 0 0)! y matriz de covarianzas (obsérvese que la
autocovarianza coincide con la autocorrelacién ya que E[X (t)] =0) :

0’1

Rx(0) Rx(3) Rx(1) 10 —10e~ 2z  10e 91
Rx(}) Rx(0) Rx(3)|=|-10e% 10 —10e" 'z
Rx(1) Rx(}) Rx(0) 10e1  —10e~ 7 10
2. Como el proceso es normal, X (1) y X(3) son variables aleatorias normales con media 0 y o = 10,
independientes ya que COV[X (1), X(3)] = Rx(3) =0 , luego:

P(X(3) <2, X(3) <1)=P(X(}) <2)- P(X(3) <1) = P(Z < £5) - P(Z < 5) = 046



