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Ejercicio 1 Un quimico analiza muestras de agua del mar Mediterrdneo para detectar la presencia de dos
metales pesados: plomo y mercurio.

Una muestra puede contener niveles altos de plomo (suceso A) o bajos y niveles altos de mercurio (suceso
B) o bajos.

Se sabe que el 38 % de las muestras que se toman en el mar Mediterrdneo tiene niveles altos de alguno

de los dos metales, el 32% tiene un nivel elevado de plomo y el 15 % tiene niveles elevados de mercurio.

(a) (0.5 puntos) Si una muestra contiene un nivel alto de plomo scudl es la probabilidad de que contenga

un bajo nivel de mercurio?
Solucion.

Los datos que nos dan en el enunciado son

P(AUB) =0.38, P(A) = 0.32, P(B) = 0.15

Nos piden:
— ~_ P(BNnA)

P(BIA) = ~pra

donde
P(BNA)=PA)—-P(BNA) =
= P(A)—[P(A)+ P(B)— P(BUA)]=0.38-0.15=0.23.
Entonces, B 093
P (B/A) =032 = 0.71875

(b) (0.5 puntos) Si se toman dos muestras independientes, calcula la probabilidad de que en alguna de

ellas se obtenga un nivel alto de plomo y un bajo nivel de mercurio.
Solucion.

Definimos la variable aleatoria X: ntimero de muestras que contienen un nivel alto de plomo y bajo
de mercurio, de las dos muestras tomadas.

Por definicién, X sigue un modelo binomial de pardmetros n =2y p= P (A N E) = 0.23. Nos piden

P(X>1)=1-P(X=0)=1—(1-0.23)% = 0.4071



También podemos resolver este apartado asi:
Definimos los sucesos M;: la i-ésima muestra tomada en el Mediterraneo contiene un nivel alto de
plomo y bajo nivel de mercurio, i = 1,2. Sabemos que P(M;) = P(Ms) = P (AN B) = 0.23. Ademés,

como las muestras son independientes, los sucesos M7, M5 son independientes. Entonces,

P(M; U M) = P(M;) + P(Ms) — P(M) - P(Ms) = 0.23 +0.23 — 0.232 = 0.4071

(c) (0.5 puntos) Se analizan muestras consecutivamente. Calcula la probabilidad de que la primera con

niveles altos de los dos metales aparezca en tercer lugar.
Solucion.

Definimos la variable aleatoria

Y: nimero de muestras que hay que analizar para encontrar la primera con niveles altos de los dos
metales.

Por definicién, Y sigue un modelo geométrico de pardmetrop = P (AN B) = P(A)+P(B)—P(AUB) =
0.32 4+ 0.15 — 0.38 = 0.09. Nos piden

P(Y =3)=0.09-0.91> = 0.0745

Se dispone ahora de un conjunto de muestras procedentes de dos mares. El 0% de ellas procede del

mar Mediterraneo (suceso M) y el 60 % restante procede del mar Cantdbrico (suceso C).

Para las muestras tomadas en el mar Cantdbrico el 25% tiene niveles altos de alguno de los dos

metales, el 20 % tiene un nivel elevado de plomo y el 12% tiene niveles elevados de mercurio.

(d) (0.5 puntos) Si se elige una muestra al azar y resulta que contiene niveles altos de ambos tipos de

metales ;cudl es la probabilidad de que esta muestra haya sido tomada en el Mediterrdneo?
Solucion.

Nos indican que P(M) = 0.40 y P(C) = 0.60 y que
P(AuUB/C)=0.25,P(A/C)=0.30, P(B/C) = 0.12

Obsérvese ademds que las probabilidades que hemos utilizado en el apartado a) realmente son proba-

bilidades condicionadas al suceso M, es decir,

P(AUB/M) = 0.38, P(A/M) = 0.32, P(B/M) = 0.15

Nos piden calcular
ANB/M)-P(M)

P(ANB)

B P(ANB/M) - P(M) B
~ P(ANB/M)-P(M)+P(ANB/C)-P(C)
B 0.09 - 0.40

0.09 - 0.40 + 0.07 - 0.60

pjanB) = I

= 0.4615

En este calculo hemos empleado el teorema de Bayes.



Ejercicio 2 Una urna contiene 7 bolas rojas y 8 azules. Se seleccionan al mismo tiempo, de forma aleatoria,
5 bolas.

(a) (0.5 puntos) Determina la funcién de probabilidad de la variable aleatoria N que mide “el numero de

de bolas rojas obtenidas”.
Solucion.

N puede tomar los valores 2,3,4 y 5.

(5) 12
v O 8

(b) (0.3 puntos) Calcula la funcién de distribucion de N.

Solucion.
( .
0 si <2
P(N=2)=4 sio 2<2<3
F(r)=P(N<z)=({ P(N=2)+P(N=3)=1 si 3<ax<4
P(N=2)+P(N=3)+P(N=4)=1 s 4<z<5
(1 si b<«x
(¢) (0.2 puntos) Calcula la media de N.
Solucion.
1 5 5 1 7
E[N|=2-— = 44— = =—-=3
V] 12+3 12+ 12+5 12 2 35

Ejercicio 3 La vida en horas de un tipo de ldmpara de radio es una variable aleatoria cuya funcion de

densidad es
0 s <100
€Tr) =
f@) { X si x>100
(a) (0.3 puntos) Determina el valor de k.

Solucion.



(b) (0.3 puntos) ;Qué porcentaje de lamparas no superan las 500 horas de vida?
Solucion.

Sea X la variable aleatoria “tiempo de vida de una lampara”.

5001 4
P(X < 500) = / 199 g0 = 100271 = -

=0.8
100 2

Un 80 % de las ldmparas no superan las 500 horas de vida.
(¢) (0.3 puntos) Determina el nimero de horas de vida que no son superadas por exactamente el 20 % de
las ldmparas.

Solucion.

9.2 100 100
02=P(X <gq,,) = / — de = —100-z7! z%g =1-—=4¢q,, =125
100 <~ dy .2

En un aparato de radio hay 5 de estas lamparas que funcionan de modo independiente.
(d) (0.3 puntos) Calcula la probabilidad de que ninguna ldmpara del aparato de radio tenga que ser susti-
tuida durante las primeras 300 horas de uso.
Solucion.
Sea Y la variable aleatoria “ntimero de lamparas que duran més de 300 horas”.
Y ~ Bin(n = 5,p)

Siendo N
> 100 _1|+00

(e) (0.3 puntos) ;Cudl es el nimero medio de lamparas que deben cambiarse durante las primeras 300

horas de uso del aparato de radio?
Solucion.

Sea Z la variable aleatoria “nimero de lamparas que deben cambiarse durante las primeras 300 horas”.

Z ~ Bin(n =5,p = 2/3)

E(Z)=np=10/3



Ejercicio 4 La funcion de densidad de probabilidad conjunta de dos variables aleatorias X e Y es

C s 0<z<1, 0<y<2(1l—2x)
foxy)(x,y) =
0 en el resto

(a) (0.2 puntos) Dibuja la region donde f(xy) no es cero.

Solucion.

— y=2-2z
2.5

2.0

1.5
0.5

0.0
-0.5 \
1

T°C10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

(b) (0.4 puntos) Calcula la constante C.

Solucion.

1 2-2z 1
1:/ dm/ Cdy:C/(Q—Qx)d:U:C
0 0 0

(c) (0.4 puntos) Calcula las densidades marginales. ;Son las variables aleatorias X e Y independientes?

Solucion.

+oo 272 gy =2 -2z size (0,1
= [ o dy =40 " 01
—00 0 en otro caso
+ fz%y de=%Y siye(0,2)
o0 = =< 1y € (0,
o) =  farl@yde=30 T T
—o0 0 en otro caso

@202 G0 (0.1), ye (0,2
Ifx(@) - fy(y) = ’ S ey

0 en otro caso
Luego fx(x) - fy(y) # fx,v)(z,y), y X e Y no son independientes.
(d) (0.6 puntos) Calcula E[X], E[Y], E[X?], E[Y?] y E[X -Y].
Solucion.

+o00 1
E[X]I/ xfx(z) dx:/o (2 —2x)x dx:%

—00



400 20
E[Y]Z/ yfy(y)dy=/0 227y-ydy=§

—00

oo 1
E[X21=/+ 2 fx(z) dx:/o (2 — 22)2” dx:é

—0o0

400 22_ 2
y
E[YZ]Z/ v fy (y) dy:/o — y? dy = 3

—00

+o0 +o0 22z
EX Y] = / dac/ vy fixv) (@, y) dy—/ dw/ xy dy

1 1
= 2 —2x)"dx 4 4 dr = —
2/0 x( z)? 2/0(x+:1c — 82%) da 5

(e) (0.4 puntos) Calcula la matriz de covariancias de (X,Y).

Solucion.

Var[X] = E[XQ] _ (E[X])Q _ % _ % _ 1718
Var[v] = E[Y?) - (E[Y))? = % _ g _ %
Cov[X,Y] = E[X-Y] - E[X]-E[Y] = é B % _ _Tl8

La matriz de Covarianzas de (X,Y") serd

Ejercicio 5 (1 punto) De un parametro desconocido 6, del que depende la_distribucion de la variable alea-

toria X, se sabe que, dada una muestra de tamano n, el estadistico

se distribuye como una t de
n

Student con n+1 grados de libertad. Calcula un intervalo de confianza para 6, con un nivel de confianza del
86 %, siendo 15, 17, 13, 21, 23, 14, 16 una muestra de X.

Indicacion: Si Y es una variable aleatoria t de Student con 8 grados de libertad se cumple

y -1.638 | -1.159 | -0.182 | 1.159 | 1.638 |
P(Y <y)| 007 | 0.4 | 043 | 0.86 | 0.9 |

Solucion.

Por ser el nivel de confianza 0,86 =1 — a = % = 0.07. Los cuantiles 0.07 y 0.93 de un ¢ de Student con 8
g. de 1. son —1.638 y 1.638, respectivamente. Entonces,

6—X

0.86 = P (—1.638 < < 1.638) =



=P (X —-1.638-9<6<X +1.638,-9)

1
T=(15+17+ 13421 423+ 144 16) = 17

I.C.o86(0) =17 +1.638 -9 = (2.258, 31.742)

Ejercicio 6 (1 punto)

En una entidad financiera la ganancia, en miles de euros, que se obtiene con una inversion a un ano de
un millon de euros sigue una distribucion normal con una ganancia media de 50, pero con una desviacion
tipica desconocida, o. Se toma una muestra aleatoria de tamano 10 y se obtiene que s1 = 5.62. Contrasta,
con un nivel de significacion o = 0.08, si 0 = 6 frente a la hipdtesis alternativa o # 6 ;Cudl es el p-valor

del contraste? ;Para qué niveles de significacion podrias aceptar la hipdtesis nula?

(n—1)5?

Indicacién 1: Si se verifica que 0 = o, el estadistico 721 tiene una distribucion x2_.
o
0
Indicacién 2: Si Y es una variable aleatoria x? con 9 grados de libertad se cumple

y | 3105 3.866 | 7.628 | 7.896 | 8.541 | 17.608 |
P(Y <y)| 004 | 0.08 | 0428|0455 0.519| 0.96 |

Solucion.

El contraste es

Hy:0=6
Hy:0#6
. o (oo (0=1)SE 2
Supuesto que es cierta la hipétesis nula el estadistico — e se distribuye como una xg. Por ser ae = 0.08,
los cuantiles % =004y1— % = 0.96 de una v.a. x% son 3.105 y 17.608, respectivamente.
10 — 1)s?
En nuestro caso (62)81 = 7.896 € (3.105, 17.608), por lo que no se rechaza la hipdtesis nula.

P(x3 < 7.8961) = 0.455 y P(x3 > 7.8961) = 0.545, luego min{0.455, 0.545} = 0.455.
Asi, el p-valor es 2 - 0.455 = 0.91, por lo que se aceptaria la hipdtesis nula para niveles de significacién

inferiores a 0.91.

Ejercicio 7 Sea W(n) ruido blanco, es decir W(n), n = 0,1,..., son variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidas. Supdngase que las variable aleatorias W(n), n = 0,1,..., tienen distribucion
N(0,1).

(a) (0.5 puntos) Calcula la autocorrelacion Rx(n,n + k) del proceso X(n) = W(n + 1) — W(n) para
k=0,1,...
Solucion.
Cuando n = m se tiene que E[W (n)W (m)] = E[W(n)?] = VAR[W (n)] = 1. Cuando n # m se tiene
que E[W (n)W(m)] = E[W (n)|E[W (m)] = 0 ya que W (n), W(m) son independientes y tienen media



0. Entonces
Rx(n,n+k) = E[X(n)X(n+k)] = E [(W(n F1) = W) (Wn+1+k) — W(n+ k;))}

=EWh+1)Wh+1+k)] - E[(Wh+1)W(n+ k)]
—E[(Wm)W(n+1+k)] +E[W(n)W(n+k)]

2, k=0
=¢-1, k=1
0, k=2.3,...

(b) (0.5 puntos) Determina las distribuciones de sequndo orden del proceso W(n)

Solucion.

Si m # m entonces W(n) y W(m) son independientes y son normales. Por tanto, si n # m, la distri-

bucién de [W(n), W(m)] es normal bidimensional con vector de medias (0,0) y matriz de covarianzas

b

(¢) (0.5 puntos) Calcula P[W(0) + W (1) + W(2) < 1]
Solucion.

La variable aleatoria W (0) + W (1) + W(2) tiene distribucién normal de media 0. Utilizando que
W(0),W(1) y W(2) son independientes se obtiene que

VAR [W(0) + W (1) + W (2)] = VAR[W(0)] + VAR [W(1)] + VAR [W(2)] = 3

Entonces
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