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Ejercicio 1 Un dado equilibrado de 4 caras (un tetraedro regular con caras numeradas del 1 al 4 y tal que
la probabilidad de obtener cada uno de los 4 nimeros es 1/4) se lanza dos veces. Denotamos por X1 y Xo
a lo obtenido en la primera y en la sequnda tirada respectivamente y por Z = X1 + X9 a la suma de lo

obtenido en los dos lanzamientos
a) (0.5 puntos) Calcula P(Z =5) y P(X1 = X3/Z = 6).
b) (0.5 puntos) Calcula la funcién de probabilidad de Z y E[\Z — 5 ]

c¢) (0.7 puntos) Después de lanzar el dado dos veces y calcular Z = X1 + Xa, se lanza una moneda

equilibrada Z veces. Calcula la probabilidad del suceso A = obtener exactamente 6 caras.

Solucion:

a) Aplicando la regla de Laplace o bien la independencia de las variables X; y X3 se obtiene facilmente
que P(X; =n,Xo =m) =1/16, n,m = 1,2,3,4. Entonces

P(Z:5):P(X1:1,X2:4)+P(X1:2,X2:3)
+P(X1:3,X2:2)+P(X1:4,X2:1):4/16:1/4
P(X1 =3, X = 3)
P(Z=0)
P(X1:3,X2:3) _1/16_1

- P(Xl :2,X2,:4)—|—P(X1:3,X2,:3)—|—P(X1:4,X2,: 2) N 3/16 3

P(X) = Xy/Z =6) =

Ambos resultados podrian obtenerse también aplicando directamente la regla de Laplace. Obsérvese

que supuesto Z = 6, hay tnicamente tres resultados posibles que son equiprobables y entonces
P(X,=3,X9=3/Z=6)=1/3.

b) La funcién de probabilidad de Z viene dada por

P(Z=2)=P(X;=1,X5,=1)=1/16

P(Z=3)=P(X1=1,X0,=2)4 P(X1 =2, X5,=1) = 2/16
P(Z=4)=P(X;=1,X3,=3) 4+ P(X, =2,X5,=2) = P(X; =3, X5,=1) = 3/16
P(Z =5)=4/16

P(Z =6)=3/16

P(Z="T)=P(X; =3,Xo,=4) 4+ P(X; =4, X5, =3) = 2/16

P(Z =8)=P(X; =4,X5,=4) =1/16

Entonces ) 5 5 5 0
F||Z — =3 —4+2 - —+1-—4+1-—+2-—
“ 5” 3 16+ 16+ 16+ 16+ 16—1_3 16 4



c¢) Aplicando probabilidad total se tiene
P(A)=P(Z=6)P(A)Z=6)+P(Z=T7)P(A/Z=T7)+ P(Z=8)P(A/Z =38)

El nimero de caras es una variable aleatoria con distribucién binomial(Z,1/2). Asi, si Z = 6 la
probabilidad de obtener 6 caras es (1/2), si Z = 7 la probabilidad de obtener 6 caras es (g)(l /2)"y
si Z = 8 la probabilidad de obtener 6 caras es (2)(1 /2)8. Entonces

31 2 (T\ 1 1 /8\1 17
P(A)=——+ — — 4+ — — =——=0.0166
(4) 16 26 + 16 <6) 27 + 16 <6) 28 1024
Ejercicio 2

a) (0.5 puntos) Calcula la probabilidad de que el drea de un circulo sea mayor que 7 si su radio es una

variable aleatoria R que sigue una distribucion exponencial de media 4.
b) (0.5 puntos) Calcula el drea media del circulo.

¢) (0.5 puntos) Si el radio del circulo es mayor que 1, calcula la probabilidad de que el drea sea menor

que 2m.

Solucidn:

a)

+oo 1
P(rR*>n)=PR*>1)=P(R>1)+P(R<—-1)=P(R>1) = / Ze—w/‘* dx = e Y/* =0.7788
1

b)
E(nR?) = nE(R®) = |[E(R)] + Var(R)] = (16 + 16) = 327

P[(—V2 < R <V2)N (R >1)]

P(rR* <27/R>1) = P(R* <2/R>1) = P(R > 1)

V2
- —x/4
_PI<R<V2) /1 1€ ey s
~ P(R>1) _/+°°1
1

e~/ dy
— 12 ~0.0984

Ejercicio 3 Se tiene una moneda en la que es igual de probable que esté equilibrada (suceso E) y que no lo

esté. En este ultimo caso la probabilidad de cara es 0.1.

a) (0.6 puntos) Sabiendo que se ha lanzado la moneda 6 veces y que se ha obtenido exactamente una cara,

ses mas probable que la moneda esté equilibrada o que no lo esté?

Se establece la siguiente regla de decision:
Si el nimero de caras en 6 lanzamientos es mayor o igual que 2, se decide que la moneda lanzada estd

equilibrada (suceso D), y si es 0 o 1, se decide que no estd equilibrada.

b) (0.8 puntos) Calcula la probabilidad de decidir que estd equilibrada cuando realmente no lo estd.



c) (0.8 puntos) Calcula la probabilidad de decidir que no estd equilibrada cuando realmente lo estd.

d) (0.3 puntos) Calcula la probabilidad de error utilizando esa regla de decision.

Solucién:

a) Sea A el suceso: “se obtiene 1 cara en 6 lanzamientos de la moneda”
Tenemos que determinar cudl de las dos probabilidades P(E/A) o P(E/A) es mayor.
Sea Y la variable aleatoria: “ntimero de caras en 6 lanzamientos de la moneda equilibrada”.
Sea Z la variable aleatoria: “nimero de caras en 6 lanzamientos de la moneda no equilibrada”.

Sabemos que Y ~ Bin(n =6,p =1/2), Z ~ Bin(n =6,p=0.1)

PY =i) = <?>0.56, i=0,1,2,...,6

P(Z=1i)= <?> (0.1)"-(0.9)°%", i=0,1,2,...,6

_ P(AJE)P(E)  P(Y =1)-1/2
P =="p0ty — = p(a)

P(4) = P(A/E)P(E) + P(A/E)P(E) = P(Y = 1) + P(Z = 1), = (6)0.56 24 (f)o.ll 0%

(%)0.55 - 1 3 0.5°
(%)0.56 - 3+ (%)0.11-0.95- 1 0.56+0.1-0.9°

P(E/A) = ~ 0.2092

Como los sucesos E/A y E/A son complementarios P(E/A) =1 — P(E/A) =~ 0.7908.

Asi pues, si sale una cara en seis lanzamientos, es més probable que la moneda no esté equilibrada.

b)
P(D/E)y=P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-[P(Z=0)+P(Z=1)]
=1-(0.9°+6-0.1-0.9°) ~0.1143
c)
P(D/E)=P(Y <2)=PY =0)+P(Y =1)
= <;>6 +6- (;)G ~ 0.1094
d)

P(error)= P(DNE)+P(DNE)=P(D/E)P(E)+ P(D/E)P(E) = 0.5(0.1143 + 0.1094) ~ 0.1119
Ejercicio 4 Sea (X, Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de densidad conjunta

kst O<y<z<l
f(X,Y) (z,y) =
0 en el resto

a) (0.8 puntos) Halla k para que f(xy) sea funcién de densidad.



b) (0.5 puntos) Halla las funciones de densidad marginales. ;Son las variables aleatorias X eY indepen-
dientes?

c¢) (0.7 puntos) Calcula P(Y > X?).
Solucién:

o [ee]
a) Para que f(xy) sea funcién de densidad tiene que verificarse / / fixyy(z,y)drdy = 1. La
—0oQ —00

funcién de densidad no se anula en el tridngulo de la siguiente figura

/,/ I

1/

=1 ry=z z=1 1 2 si0O<y<ax<l1
/ / k:dyd:v:/ krdr =ks =1=k=2= fixy)(z,y) =
z=0 Jy=0 z=0 2 0 en el resto

b) Funciones de densidad marginales:

) y=x
fx@ = [t = [ 2dy=20.  0<s<
e y

[e'e) x=1
h@zjlmwmwM=/ ddr—2-2y, 0<y<l
—00 =y

X e Y son independientes cuando fx yy(7,y) = fx(x) - fy (y).
fx(@)- fy(y) =22 (2-2y) #2= fxy)(z,y)
luego, no son independientes.

¢) El recinto del que nos piden la probabilidad y en el que no es nula la funcién de densidad conjunta es
el de la figura siguiente

Vs
: A
o

e=l y=e =1 1 1y 1
P(Y>X2):/ / 2dyda::/ 2(3:—1‘2)d:c:2(7—7) - -
Y x

=0 =x2 =0 2 3 3

Ejercicio 5 (1 punto) La distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X depende de un pardmetro

0 -mix{X,..., X
desconocido 6. Se sabe que el estadistico T = max { Xy, ..., Xn}

1 se distribuye como una x* con
(n—1) grados de libertad (siendo X, ..., X;, los valores de una muestra de X de tamanon). Si 3, 4, 5, 7, 6,

8, 12, 5, 9 es una muestra aleatoria de X, halla un intervalo de confianza para 6, con un nivel de confianza

del 92 %.

Indicacién: Si Y es una variable aleatoria con distribucion x? con 8 grados de libertad, se cumple

y | 254322 697] 14.07) 16.97 |
P(Y <y) | 0.04] 0.08| 046 | 0.92°| 0.96 |




Solucién:
0 -max{Xy,...,X,}

4
El nivel de confianza es 0,92 = 1 — a = % = 0.04. Los cuantiles 0.04 y 0.96 de una distribuciéon de

n=9= ~ X%- Para la muestra dada el estadisticoes T'= —— =3 - 0.

probabilidad x? con 8 g. de 1. son 2.54 y 16.97, respectivamente. Entonces,

0.92 =P <2.54 < e'max{)if"”’X"} < 16.97) = P (2544 <max{Xq,...,Xn} 0 <16.97-4)
2.54 -4 16.97 - 4
<h<
(méx{Xl,...,Xn} =7 = méx{Xl,...,Xn})

Por tanto, el intervalo de confianza para 6, con un nivel de confianza del 92 % es

2.54-4 16.97-4
12 7 12

1.C.002(0) = ( ) = (0.847, 5.657)

Ejercicio 6 Para contrastar si la media de una variable aleatoria normal, de varianza 9, es igual a 20 se

utiliza una muestra de tamano 121, siendo la hipdtesis alternativa p # 20.

a) (0.2 puntos) ;Qué estadistico se utiliza para el contraste?

b) (0.4 puntos) Considera un nivel de significacion o = 0.06, scudl serd el intervalo de aceptacion de la

hipdtesis nula?

c) (0.4 puntos) Si & = 20.6, ;se acepta la hipdtesis nula de que la media de la poblacion es 207 ;Cudl es

el p-valor del contraste? ;Para qué niveles de significacion podrias aceptar la hipdtesis nula?

Solucién:

El contraste es
H() U= 20

H1:p,7é20

X-20 X-20
o/yn  3/11

estadistico T' se distribuye como una variable aleatoria normal de media cero y varianza 1.

a) El estadistico del contraste es T' = . Si suponemos que la hipotesis nula es cierta el

b) Por ser a = 0.06, los cuantiles Y 0.03 y 1-— % — 0.97 de una v.a. N (0, 1) son, mirando en las
tablas y aplicando la simetria de la funcién de densidad, -1.88 y 1.88, respectivamente. Por lo que si

el estadistico T pertenece al intervalo (—1.88, 1.88) se aceptaria la hipdtesis nula. Puesto que
R J— 3 R J— 3
-188<T < 1.88<:>—1.88-ﬁ <X—20<1.88-ﬁ<:>20—1.88-ﬁ <X<20—|—1.88-ﬁ

Que el estadistico T pertenezca al intervalo (—1.88, 1.88) es equivalente a que la media, X, pertenezca
al intervalo (19.487, 20.513).

c¢) En este caso & = 20.6, por lo que no pertenece al intervalo de aceptacion, asi que se rechaza que la
media de la poblacion es 20.
El valor del estadistico del contraste es T' = 20;)/1_120 =2.2. 81 Z es una v.a. N'(0, 1), con funcién de
distribucién ®(z), el p-valor es 2- P(Z >2.2) =2 (1 —®(2.2) =2- (1 —0.9861) = 0.0278, por lo que

se aceptaria la hipdtesis nula para niveles de significacién menores que 0.0278.

Ejercicio 7 Sea X(t) un proceso gaussiano estacionario de media 0 y funcion de autocorrelacion

e (T):{ 5(1—|r]) silr| <1

0 si|T|>1



a) (0.4 puntos) Obtén las distribuciones de primer orden del proceso. Calcula P(X (1) < —2).

b) (0.5 puntos) Calcula la distribucion conjunta del vector (X (1) + X(3/2),2X (1) +1).

¢) (0.9 puntos) Sea Z(t) = 2tX(t) — Y un proceso estocdstico donde Y es una variable aleatoria inde-

pendiente de X (t) con distribucion N (1,0 = 2). Calcula E[Z(t)] y Rz(t,t + 7) sEs Z(t) un proceso

estacionario en sentido amplio?

Solucién:

a)

Al ser el proceso X (t) gaussiano, las distribuciones de primer orden son normales unidimensionales de
media F[X ()] =0y V(t) = Rx(t,t) = Rx(7r =0) = 5.
-2

Como X (1) ~ N(0,0 = v/5) resulta que P(X(1) < —2) = P(Z < %) = P(Z < —0.89) = 0.18673
donde Z ~ N(0,1).

Al ser el proceso X(t) gaussiano, las distribuciones de segundo orden son normales bidimensionales.
X(1)
X(3)

0 5 2
m = y matriz de varianzas M = | . 2.
0 5 5

El vector del que nos pieden calcular la distribucién, (X (1)+X(3/2),2X(1)+1), es una transformacién
lineal del vector (X (1), X(3/2)). En concreto:

X+x3) ) (11 X(1) 0\ _, [ XW
( 2X (1) + 1 )_<2 0>'<X(§)>+<1>_A <X()>+B

Por tanto, la distribucién del vector (X (1) + X (3/2),2X (1) + 1) es normal bidimensional con vector

de medias

0 15 15
A-m+B= y matriz de varianzas A - M - Al = .
1 15 20

En concreto, la distribucién del vector ( ) es normal bidimensional con vector de medias

N

En primer lugar vamos a calcular E[Z(t)], E[Z(t)| = E[2tX(t) - Y] =2tE[X(t)] - E[Y] = —1.

A continuacién calculamos la funcién de autocorrelacién del proceso

Ry(t,t+7)=E[Z(t)- Z(t+7)] = E[(2tX(t) = Y) - 2t + )X (t +7) = Y)] =
= E[4t(t+7)- X(t) - X(t+7)] — E[2YtX(t)] — E[2Y - (t + 7)X (t + 7)] + E[Y?] =
=4ttt +T)E[X(t)- X(t+ 1)+ E[Y* ] =4t(t +7) - Rx (1) +5
Para terminar el calculo hemos usado que V(Y) =4 = E[Y?] — (E[Y])?) & E[Y?| =4+ (E[Y])?) =5
y que E[X(t)] = 0.

Podemos decir que el proceso Z(t) no es estacionario en sentido amplio puesto que su funcién de

autocorrelacién Ry(t,t + 7) depende de t.



