Departamento de Matemdtica Aplicada a las T.1.C.

ASIGNATURA: ESTADISTICA Y PROCESOS ESTOCASTICOS
EXAMEN FINAL (Primavera 2018-19) Duracién: 3 horas
FECHA: 31 de Mayo de 2019

SOLUCIONES

Ejercicio 1 (1,5 puntos) Los materiales para el montaje de un ordenador personal pueden provenir de
uno de los seis posibles proveedores con porcentajes 9%, 16 %, 25 %, 25%, 16 % y 9 %, respectivamente.
La probabilidad de que un ordenador sea fiable si estd hecho con los materiales que proporcionan dichos

proveedores es 0.6, 0.7, 0.6, 0.8, 0.6 y 0.9, respectivamente.
(a) Halla la probabilidad de montar un ordenador fiable.

(b) Supuesto que un ordenador no es fiable, haya la probabilidad de que se halla montado con ma-

teriales del cuarto proveedor.

(c) Se revisan sucesivamente la fiabilidad de ordenadores montados con materiales del sexto fabri-

cante. Halla la probabilidad de que el primer ordenador que es no fiable es el 4° revisado.

Solucion.

(a) Sea F el suceso “el ordenador es fiable”. Sea el suceso M; “el ordenador se monta con materiales
provenientes del fabricante i-ésimo”, coni=1,...,6. Entonces con los datos dados tenemos

P(M;)=0,09 P(M3)=0,16 P(M3)=0,25 P(My)=0,25 P(M;)=0,16 P(Mg)=0,09

P(F/M,)=0,6 P(F/My)=0,7 P(F/Ms)=0,6 P(F/My)=0,8 P(F/Ms)=0,6 P(F/Ms)=0,9

6
Puesto que M; N M; =0 st i # j, P(M;) # 0 para cualquier i =1,...,6 y ZP(M’) =1, los
i=1

sucesos {M, ... Mg} forman un sistema completo de sucesos. Aplicando el teorema de la proba-
bilidad total,

6
P(F) =" P(M;)P(F/M;) = 0,090,640, 16:0, 7+0, 25:0, 6+0, 25-0, 840, 16:0, 6+0,09-0,9 = 0,693
=1

(b) Aplicando el teorema de Bayes

. P(F/My)P(My) _ (1 - P(F/M)P(M) _ (10,8025 _
POAL/E) = =5 N 1— P(F) = 1 0603 0%

(c) Sea N la variable aleatoria “nimero de ordenadores montados con materiales del sexto fabricante

hasta obtener el primero no fiable”, N es una variable aleatoria geométrica, Geo(p = 0, 1)

P(X =4)=0,1-0,9°=10,0729

1
Ejercicio 2 (1 punto) Sea fx(x) = ie*m, con —oo <z < 00, la funcion de densidad de la variable

aleatoria X.



(a) Halla la probabilidad del suceso: | X| <2 o X > 0.
(b) Halla la funciéon de densidad de la variable aleatoria Y =2X + 1.

Solucion.
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—2 —2 0
0
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—2

b) Calculamos la relacion entre la funcion de distribucion de X, Fx(x), y la de Y, Fy(y).

Fy(y)zp(ygy)=P(2X+1§y)=P<X§y;1>:Fx<y2_1>

Para obtener la funcion de densidad, fy(y), derivamos la funcidn de distribucion

—00 < Y < 00

—1
aFy ( ) ) )
friy) = W) _ 22—y (y 1) s

dy dy 2 N

1 4
ZeyTl st —oo<y<1

fy(y) =
]. _ygl . 1 <
—€ S1
1 Yy

Ejercicio 3 (1,5 puntos) Consideramos las variables aleatorias X e Y cuya funcion de probabilidad

conjunta bidimensional viene dada por:

10 1
2 |11 |1
-1 5 | 16| 8
1 8 |16 | s
2 i | 16 | 16

(a) Calcula las distribuciones marginales de X e Y.

(b) Calcula las probabilidades: P(X =i/Y = 1), parai= -2, =1, 1, 2; y P(Y = j/X = 1), para
j=-1,0,1.

(¢) Halla la covarianza entre X e Y. ;Son X e Y independientes?

Solucion.
(a)
x |2 1 1 2 Y |-1 0 1
3 5 5 3 3 2 3
Px=i)| & & & 3 P(Y=j)| 3 % 3



(b)
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-2 -1

2 Y/X=1 1
s P(Y=j/X=1) | 2

|

DN~
GUN |~

L2
6 6

(¢) La covarianza entre dos variables aleatorias puede expresarse como
Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y].

Utilizando las distribuciones marginales calculadas en el apartado (a) se obtiene

3 ) ) 3
H-—+1-—4+2-
16+( ) 16+ 16+ 16 =0

3 2 3

E[X]=-2-

Con la funcion de probabilidad conjunta por columnas tenemos,

BXY]=[(=1) - (=2)]35 +[(=1) - (=Dg + [(=1) -1 g + [(=1) - 2] x +
e (_2)]%6 e (_1)]é+ n1% 40 2]% 0
Por tanto, COV(X,Y)=0-0-0.
P(X = —2)-P(Y = 1) = > Sfﬁf—yé—fP(X 2. = —1).

16 8 16-8 128
Por lo que X e Y no son independientes aunque sean incorreladas.

Ejercicio 4 (1,5 puntos) La funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X,Y') viene dada por

f(:c,y):{ ke i xe(0,1), y>2

Yy
0 en otro caso

(a) Calcula la constante k.
(b) Calcula las distribuciones marginales. ;Son X e Y independientes?
(¢) Calcula P(Y < 4X).

Solucion.

(a) Imponemos que la integral de la funcion de densidad en todo el plano tiene que ser 1:

1—//fxydxdx—k/ dm/ dy—k/

—k:/d il
0 2 2 2

d:U:

—:>:4

W~ \

(b) Sean fx(z) y fy(y) las funciones de densidad marginales de X eY, respectivamente.

4 g 2 ' € (0,1
Siz e (0,1), fX(x):/ ;r dy = 40?— —2:n:>fx(:v): x si xe(0,1)
o Y2 -1, 0 en otro caso
1 2|1 2 i
. 4z 2z 2 2 S y>2
Siy > 2, _/dac— == = = v
Y fr(y) 0 Y2 v, v? Iy (y) { 0 en otro caso

4x

2
Puesto que six € (0,1) ey > 2, fx(z)- fy(y) =22 - = — = f(z,y) y en el resto de los
Yy

Y2
puntos f(z,y) =0y fx(z) =0, o bien fy(y) = 0. Por tanto, f(x,y) = fx(z)- fy(y) en R?, con

lo que X eY son independientes.



4 L gy 4 1 1 1
c) P(Y <4X :/ dy/ da::/ 2<—> dy=-=0,25
(c) P( ) 2 y/4y2 2 y? 16 4

Ejercicio 5 (1 punto) Se estd llevando a cabo un estudio de la duracion (en horas) de la bateria de
un movil que se va a lanzar al mercado. Para ello, se examinan 100 baterias resultando una duracion
de la descarga de 83,5 h. Suponiendo que el tiempo de descarga de las baterias sigue una distribucion

normal con varianza o = 24,2 se pide:
(a) Calcula un intervalo con un nivel de confianza del 92 % para la duracion media de las baterias.

(b) ;Cual debe ser el tamano minimo de la muestra para que la amplitud del intervalo de confianza

al 92% para la duracion media de las baterias sea menor de una hora?

Solucion.

(a) Sea X la variable aleatoria “duracion de la bateria”, entonces X ~ N (i, 0 = 24,2). Sabemos

que se distribuye como una variable aleatoria N(0,1). Entonces, si qqo es el cuantil de

P
Sil9
=

orden « de la variable aleatoria N(0,1)

>

X —p —p - O _—
0,92=P | qoa<—F—<q956 | =P —q906<——F—<qu|=PF (X — 4096 <p<< X+ nQo,%)

vn vn

vn vn

El cuantil de orden 0,96 de la variable aleatoria N'(0,1) es 1,75, entonces

V24,2
10

g

7

_ _ )
1.C.gpo0 (1) = (X— 1,75, X+U-1,75> - (83,5— = 1,75, 83,5+

1,75 ) = (82,64, 84,36)
NG 10 )
V24,2

(b) La longitud del intervalo anterior es 2 - 10

-1,75 = 1,72, entonces para que esa longitud sea

inferior a 1 se debe cumplir

V24,2
NG

Luego, el tamano minimo de la muestra para que la amplitud del intervalo de confianza al 92 %

2. 21,75 <1=24/24,2-1,75 < /n = 296,45 < n

para la duracion media de las baterias sea menor de una hora es n = 297.

Ejercicio 6 (0,5 puntos) La duracion de un determinado tipo de pilas sigue una distribucion normal,
con desviacion tipica de 8 h. Un comercio desea adquirir una remesa en que la duracion media de
dichas pilas sea exactamente de 50 h. Antes de comprar la remesa comprueba la duracion de una
muestra aleatoria de tamarnio 9 y realiza un contraste de hipotesis con un nivel de significacion del
10%. ;Se rechaza el lote si la media de la muestra es de 48 h. 15 min.?

Solucion. La hipdtesis nula es Hy : =50 y la hipdtesis alternativa es Hy : p # 50.
X — 50
3
7

hipétesis nula es cierta T = X — 50 se distribuye como una variable aleatoria N(0,1).

Puesto que se conoce la desviacion tipica el estadistico del contraste es T = =X —50. Si la

Ne)



Si T € (qo0.05, Go.95), siendo qq es el cuantil de orden « de la variable aleatoria N'(0,1), entonces
P(T € (qo.05, q0.95) = 0.90 y por tanto

q0.05 <T < qgogs = —1,64 < X—50 < 1,64 = 50—1,64 < X <50+1,64 = R.Ag; = (48,36, 51,64)

Puesto que 48 h. 15 min. no pertenece a dicho intervalo rechazamos, con un nivel de significacion del

10 %, que la media de la duracion de las pilas es 50 h.

Ejercicio 7 (1 punto) Sean A, B y C tres variables aleatorias incorreladas dos a dos, las tres con
media 0 y varianza 1. Sea el proceso estocdstico X(t) = A+ B -t + C - t2. Halla la media y la
autocorrelacion del proceso. ;Es estacionario en sentido estricto?
Solucion.

px(t)=EX(t)]=EA+B-t+C-t)|=E[A]+E[B]-t+E[C] - ?=0+0-t+0-t2=0

Rx(t1,t2) =E[(A+B-t1 +C - 13)(A+ B - t2+ C - t3)] =
=E[A’4+A-B-tg+A-C-t34+A-B-t1 +B*>t;-t9+B-t; - C-t3+A-C- 23+ B-C -3 -to + C* -1 -t2] =

= E[AY |+ E[A-B](ty+t1) + E[A-C|(t34+13) + E[B?| - t, -ty + E[B-C] - (t; - t3 4+ 12 - t3) + E[C?] - 13 - 13

E[A-B] = Cov[A,B|+ E[AJE[B]=0+0=0, FE[A* =V[A]+E[A?=1
E[A-C] = Co[A,C]+ E[AJE[C]=0+0=0, E[B*=V[B]+E[B?*=1
E[B-C]=Cov[B,C]+ E[B]E[C] =0+0=0, FE[C?*=V[C]|+E[C]*=1

Por tanto, Rx (t1,t2) = 1+1t1 - to —l—t% -t%. Puesto que depende de t1 y to el proceso no es estacionario

en sentido amplio y, por tanto, tampoco es estacionario en sentido estricto.

Ejercicio 8 (1,5 puntos) Sea X(t) un proceso estocdstico que cumple que (X(t), X(t + s) — X (¢))

sigue una distribucion normal con vector de medias (2t,2s) y matriz de varianzas y covarianzas

t
(O 0), parat >0y s> 0. Calcula
s

(a) P(X(5) > 10, X(6) — X(5) > 2).
(b) La distribucion de (X (t) , X(t+s)) para s > 0.

(¢) La funcion de autocovarianza, Cx (t,t + s), del proceso X (t).

X(5) 2.5 5 0
(X(G)—X(5) NN2<<2-(6—5)>’<0 1))

Entonces X (5) ~ N(10,0% =5) y X(6) — X(5) ~ N (2,02 =1). Ademds, X (5) y X(6) — X (5)
son independientes ya que Cov(X (5), X (6) — X (5)) = 0.
N(0,1)

Solucion.

(¢)

Denotando por Z a la variable aleatoria

P(X(5)>10, X(6)—X(5) >2)=P(X(5) >10) P(X(6)—X(5) >2)=P(Z>0)P(Z>0)=1/4



(b)

FEntonces, como

xt) \ (10 X(t)
X(it+s) )] \11 X(t+s)— X(t)

o () () () () (a)
(et )= () (i)

¢) Del apartado anterior sabemos que

Serd

Cx(t,t+s)=Cov[X(t),X(t+s)] =1

Ejercicio 9 (0,5 puntos) Contesta razonadamente cuales de las siguientes funciones pueden ser fun-

ctones de autocorrelacion de procesos estactonarios en sentido amplio:
(a) Ri(r) = eI
(b) Ro(1) =€~ 7 - cos(T)
(¢) R3() =e™"

(d) Ry(t) =e ™ -sen(r)

2

Solucion.

(a) La funcion Ri(T) st puede ser funcion de autocorrelacion de procesos estacionarios en sentido
amplio por ser par y 1 = |Ry(0)] > e~I"l = Ry (7),V7 € R.

(b) Ra(T) no puede ser funcion de autocorrelacion de procesos ESA porque
R2(0) = 1 < Ra(—27) = €®™ y no se cumple |Ro(—2m)| < R2(0). Ademds,

Ro(1) =e 7 -cos(1) =€ 7 -cos(—T) # € - cos(—T) = Ra(—7),
con lo que Ro(T) no es par.

(¢) Rs(T) si puede ser funcién de autocorrelacion de procesos ESA por ser par y
1=|R3(0)| > Rs(r) =™ ,Vr € R.

(d) Ry(T) no puede ser funcion de autocorrelacion de procesos ESA porque R4(0) = 0 y no puede

ser cero la varianza del proceso ya que no se verifica |Ry(t)| = e~ - |sen(7)| < 0, V7 € R.



