Departamento de Matemdtica Aplicada a las T.1.C.

ASIGNATURA: ESTADISTICA Y PROCESOS ESTOCASTICOS
Examen Final (Primavera 2020/21) FECHA: 3 de Junio de 2021 Duracién: 3 horas

SOLUCIONES

Ejercicio 1 (1 punto) Para una clave, se necesita escoger un nimero de 6 digitos (a elegir entre
0,1,2,...,9), con la condicién de que no puede haber ningin digito repetido.

a) sCudntas claves pueden formarse en total?

b) Si elegimos una clave al azar entre todas las posibles, ;cudl es la probabilidad de que contenga
los digitos 2 y 37

c) Si elegimos una clave al azar entre todas las posibles, ;cudl es la probabilidad de que contenga
la subcadena de digitos 89’7

Solucion.

a) Se trata de variaciones (sin repeticion) de diez elementos tomados de seis en seis. En total, hay

10!
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claves posibles.

b) Utilizaremos la Regla de Laplace. Por tanto, debemos contar primero el nimero de claves que
contienen los digitos 2 y 3. Elegimos primero en qué dos posiciones de la clave colocaremos el 2 y
el 3, y en qué orden los colocamos: en total hay 2 - Cg o posibilidades. Para las cuatro posiciones
restantes, debemos elegir qué digitos (entre los ocho disponibles) colocamos: en total hay Vg4
posibilidades. Por lo tanto, la probabilidad que se pide es

casos favorables  2Cgo-Vsa  (2-15)-(8-7-6-5) 1
casos totales ~ Vigg ~ 10-9-8-7-6-5 3

¢) Utilizamos de nuevo la Regla de Laplace. Ahora, debemos tener en cuenta en qué posiciones
podemos colocar la subcadena de digitos ‘89°: basta observar que el digito ‘8’ puede ir en cualquier
posicion excepto en la ultima, es decir, tenemos b posibilidades. Una vez fijada esa posicion, en
las cuatro posiciones restantes debemos elegir qué digitos (entre los ocho disponibles) colocamos:
en total hay Vg 4 posibilidades. En consecuencia, la probabilidad pedida es

casos favorables 5-Vg4  5-(8-7-6-5) 1

casos totales Vios - 10-9-8-7-6-5 18’

Ejercicio 2 (1 punto) En una caja hay cinco chips, entre los cuales puede haber alguno defectuoso.
Si D denota el numero de chips defectuosos en la caja, se sabe que

P(D:i):g)l—;z, i=0,1,2,3,4,5.

a) Se extrae de la caja un chip al azar. Calcula la probabilidad de que el chip extraido sea defectuoso.



b) Se extrae un chip de la caja y se comprueba que es defectuoso. Calcula la probabilidad de que

iicialmente hubiera exactamente 2 chips defectuosos en la caja.

Solucion.

a) Sea E el suceso “el chip extraido al azar es defectuoso”. Para calcular la probabilidad P(E),
aplicamos el Teorema de la Probabilidad Total (los sucesos (D = i) son incompatibles dos a dos,

Y Su union es el suceso sequro):

5
P(E)=> P(E/D=1i)P(D =1).
=0
Ahora bien, claramente P(E/D =0) =0y P(D =5) =0, con lo cual basta sumar entei =1 e
i=4. Parai=1,2,3,4, sabemos que P(D =1i) = (5 —1)/15, y P(E/D = 1) se calcula usando
la Regla de Laplace. Tenemos entonces

P(EY=P(E/D=1)P(D=1)+P(E/D=2)P(D=2)+ P(E/D=3)P(D=3)+P(E/D=4)P(D =4)

b) Se pide calcular la probabilidad condicionada P(D = 2/E). Aplicamos en este caso la Férmula

de Bayes:
! P(E/D =2)P(D=2)

2 3
_5'15_ 3
P(E) 4

/15~ 10°

P(D =2/E) =

Ejercicio 3 (1,5 puntos) El tiempo de vida T de ciertos componentes electrdnicos (en anos) sigue

una distribucion exponencial Exp(1/2) de pardmetro 1/2. Calcula:

a) La probabilidad de que uno de esos componentes electrdnicos, elegido al azar, dure mds de tres

anos.
b) La probabilidad de que al menos 2 componentes entre 10 elegidos al azar duren mds de tres anos.

¢) La probabilidad de que, inspeccionando componentes secuencialmente, el primero que tenga una

vida Util de mas de tres anos sea el tercero.

Solucion.

a) Se pide calcular P(T > 3) = 1 — P(T < 3) = 1 — Fr(3), donde Fr denota la funcion de
distribucion de T. Puesto que la funcion de densidad de la exponencial de pardmetro 1/2 es

%e‘t/g sit >0,

f(t) = ,
0 sit <0,
se tiene
L[5 1 —t/2]t3 ~3/2 ~3/2
P(T>3)_1—2/0 et =13 [(—2)6 LZO_1+(6 —1) = e73/2 ~ 0.223.



b) Elegimos 10 componentes electrénicos al azar, y llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el
numero de componentes entre esos 10 cuyo tiempo de vida es de mds de tres anos. Entonces, X
sigue una distribucion binomial de pardmetros N =10, p = P(T > 3) ~ 0.223. Se pide calcular

P(X>2):1—P(X:O)—P(X:1):1—<100>.(1—p)10_ <110>p.(1—p)9

~1—0777-10-0.223-0.777° = 0.690.

¢) Supongamos que se inspeccionan componentes electronicos secuencialmente. Consideramos ahora
la variable aleatoria Y que cuenta el numero de inspecciones hasta encontrar un componente
electronico con tiempo de vida mayor a tres anos. Entonces, Y sigue una distribucion geométrica
de pardmetro p = P(T > 3) =~ 0.223. Por lo tanto,

P(Y=3)=p - (1-p)*=~0223-0.777* = 0.135.

Ejercicio 4 (1,2 puntos) Sea (X,Y") el vector aleatorio con funcion de densidad conjunta

2 si0<ax<1,0<y <1,
flz,y) =

0 en otro caso.

a) Calcula las funciones de densidad marginales fx, fy. éSon X e Y wvariables independientes?
Justifica tu respuesta.

b) Calcula E[X], E[Y] y Cov(X,Y).

c¢) Calcula P(Y < X?).

Solucion.

a) Tratamos primero la variable aleatoria X. Six ¢ (0,1), claramente fx(x) = 0. En cambio, para
z € (0,1) se tiene

1
fx(x) = /0 2xdy = 2.

Por lo tanto, X tiene funcion de densidad marginal

2 s10<z <1,
fx(@) =

0 en otro caso.

Para Y, procedemos de la misma manera. Cuando y ¢ (0,1), se tiene fy(y) = 0, mientras que
para y € (0,1) comprobamos que

1
fr(y) = /0 2xdx = 1.

Es decir, la funcion de densidad marginal para Y es

1 si0<y<l,
fy(y) =

0 en otro caso.

Se comprueba facilmente del enunciado y del apartado anterior que fx(x)- fy(y) = f(z,y). Por

lo tanto, X e Y son independientes.



b) Por un lado, tenemos

1

1 1 1
BIX) = [ afxito= [ 2t =5 BWI= [uptids= [ vdy=3

Por otro lado, como X e Y son independientes, se sigue que Cov(X,Y) = 0. De forma alterna-

tiva, como
1 1 1
E[XY] —/ / 22%ydady = -,
o Jo 3

podemos calcular directamente la covarianza entre X e Y:

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = 5 — 5 5 =0.

¢) Para calcular P(Y < X?) debemos integrar la funcion de densidad conjunta f(z,y) en la su-

bregion del cuadrado (0,1) x (0,1) C IR? por debajo del arco de pardbola determinado por la

! 11
2xdy dx:/ 23de =2 = = .
0 4 2

ecuacion y = 2. Es decir,

P(Y<X2):/Ol(/:

2

Ejercicio 5 (1,3 puntos) Una ONG tiene un sistema de donaciones online en su pdagina web que per-
mite seleccionar tres cantidades para aportar a la ONG: 10, 20 y 50 euros. Basdndonos en el historico
de donaciones, la probabilidad de que un donante al azar seleccione cada una de esas cantidades es
0.2, 0.7y 0.1, respectivamente. Para una determinada causa, la ONG lanza una campana con el ob-
jetivo de recaudar 6.000 euros mediante su sistema online. Calcula, de manera aproximada utilizando
el Teorema del Limite Central, la probabilidad de que esa recaudacion se supere con 300 donaciones,

suponiendo independencia entre las cantidades aportadas en cada donacion.

Solucion. Sea X la variable que mide el importe de una donacion al azar en el sistema online de la
ONG. Se trata de una variable aleatoria discreta cuya funcién de probabilidad viene dada por

P(X =10)=02, P(X=20)=0.7, P(X=050)=0.1.
La esperanza de X es por lo tanto
pw=FE[X]=10-0.2420-0.7+50-0.1 = 21.
Por otro lado, E[X?] = 102 -0.2 4+ 20% - 0.7 + 50% - 0.1 = 550, con lo cual la varianza de X es
Var(X) = E[X?] — E[X]? = 550 — 212 = 550 — 441 = 109,
y la desviacion tipica de X es por lo tanto
o = ++/Var(X) = +v109 ~ 10.44.

Sean ahora X1, Xo,..., X300 las variables aleatorias que miden el importe de 300 donaciones en
el sistema online de la ONG. Todas ellas siguen la misma distribucion que X, y son independientes

entre ellas. Aplicando el Teorema del Limite Central, se deduce que su suma

aprox

S =X7+Xo+- -+ X390 ~ N(6300, 18083)

sigue (aprozimadamente) una distribucion normal de media 6300 = 300-21 y desviacion tipica 180.83 ~

v300 - 10.44.



Debemos calcular P(S > 6000). Tipificando, tenemos

S — 6300 S —-300
180.83 180.83

P(S > 6000) = P < ) ~ P(Z > —1.66),

donde Z ~ N(0,1). Utilizando la simetria de la normal estindar y las tablas para su funcion de

distribucion, deducimos que
P(S > 6000) = P(Z > —1.66) = P(Z < 1.66) ~ 0.952.

Por lo tanto, la probabilidad de que con 300 donaciones se alcance la recaudacion deseada es aproxi-

madamente 0.952.

Ejercicio 6 (1 punto) La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X depende del pardme-

9( Xi + Jg()
=1

tro 0. El estadistico T(Xy,Xo,...,Xpn;0) = ¢ , sigue una distribucion x* con 2n gra-
dos de libertad, siendo O’_%( la varianza de la muestra. Halla un intervalo de confianza al 98 % para el

10
pardmetro 0, sabiendo que para una muestra de tamano n = 10, se ha comprobado que Zx, =62y
la desviacion tipica es 5. =
Solucion.

n
9 ( > X+ a§(>
T(X1, X2, ..., Xpn;0) = — =1 - ~ X3,
6(62 + 25)

En nuestro caso el estadistico T sigue una distribucion x3, y su valor en la muestra es 10

Entonces, para hallar un intervalo de confianza al 98 % consideramos los cuantiles q, o, Y qy4 de una

V.a. X%o y que, consultando la tabla, son 8,2604 y 37,5663, respectivamente.

9(62 + 25)
P(qo,m < 10 < qo,gg) =0,98
10 - go,01 10-¢
P|— << —=22%2)=0,08
< g7 'S T :

Por tanto, un intervalo de confianza al 98 % para 0 es

10- gy, 10- q0,99> _ (82, 604 375,663

I-C~o.98(9)_< e & TR

> = (0,94947, 4,31796)

Ejercicio 7 (1 punto) Para estudiar las resistencias, que tienen distribucion normal, de una empresa
se propone un contraste de hipotesis donde la hipotesis nula es que la media de las resistencias es de
70 ohmios (Hy : p = 70) frente a la hipdtesis alternativa de que la resistencia media es diferente de
ese valor. Se eligen 25 resistencias y la cuasi desviacion tipica resulta ser 3 ohmios, (s1 = 3). Con
un nivel de significacion de o = 0,1 spara qué valores de la media de esas resistencias se aceptard la

hipdtesis nula?

Solucion.
El contraste de hipotesis es
Ho:p=70



Hy:p#70 o
X -170
Sl/ﬁ

Los cuantiles Qoo = 0,05 Y Gyoyo = Qo0 de una tag son £1,7109, por tanto la region de aceptacion
del contraste es el intervalo (—1,7109, 1,7109).
X170 X 170
Si—1,7109 < —— < 1, 7109, entonces —1,7109 < ————
s1/v/n 3/5
3 — 3
mos 70 — 1,7109—- = 68,97346 < X < 70+ 1,7109- = 71,02654.
Se aceptard la hipdtesis nula, con un nivel de significacion o = 0,1 si la media de las 25 resistencias

se encuentra en el intervalo (68,97346, 71,02654).

El estadistico del contraste para la media de una poblacion con varianza desconocida es T =

Si la hipdtesis nula es cierta T sigue una distribucion t,_1, nuestro caso tog.

< 1,7109. Y despejando X obtene-

Ejercicio 8 (1 punto) Un proceso estocdstico X (t) solo puede tener tres realizaciones

x1(t) =3, xo(t) = 3cost, x3(t) = 4sent, ocurriendo todas con la misma probabilidad.
a) Halla la distribucion de X (0), su media y varianza.
b) Halla la distribucion de X (), su media y varianza.

¢) sFEs el proceso estacionario en algin sentido? Razona la respuesta.

Solucion.

a) £1(0) = 3, x2(0) = 3, 23(0) = 0. X(0) toma el valor 0 con probabilidad 1/3 y el valor 3 con
probabilidad 2/3.

EIX(0)] = 0% + 3% _9.

2
E[X(0)?] = 32§ = 6. Entonces, V[X(0)] =6 —22 =2
b) zi(m) =3, wa(m) = =3, z3(m) =0
X(m) toma los valores 3, -3 y 0, cada uno con probabilidad 1/3.

E[X(m)] = 35+ (—3)1 1ol =o.

3 3 3
32+ (=32 +0?
Blx(m?) = 211 3) Y 6 VIX(m)]=6-0=6
¢) El proceso no es E.S.A. porque la media del proceso no es constante. Si no es E.S.A. tampoco
es E.S.F.

Ejercicio 9 (1 punto) Los clientes llegan a un establecimiento siguiendo un Proceso de Poisson N (t)
con parametro A = 4 clientes por hora. El establecimiento estd abierto desde las 10 de la manana
hasta las 8 de la noche.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que exactamente haya llegado un cliente antes de las 11 y un total
de seis hasta las 12:307

b) Sabiendo que han llegado 8 clientes hasta las 13 horas ;cudl es la probabilidad de que lleguen 12
clientes antes de las 15 horas?



Solucion.

a) El nimero de clientes entre hasta las 11 es N(1) y el nimero de clientes hasta las 12:30 es
N(2,5). Entonces, P(N(1) =1,N(2,5) =6) = P(N(1) =1,N(2,5) — N(1) =5) =

= P(N(1) =1)- P(N(2,5) — N(1) = 5) =

41 4(2.5 —1))°
et 6*4(2’5*1)u ~ 0.0733 - 0.1606 ~ 0.01177

1 5!
_ P[N(3)=8,N(5) —N(3)=4] _
a P(N(3) = 8) =
P(N(3) =8)P(N(5) — N(3) =4) _ -
B P(N(3) = 8) = P(N(5) — N(3) =4) =
84



