Capitulo 2

Algebra de matrices

2.1. Operaciones con matrices

La forma de denotar los elementos de una matriz ya la introdujimos en (1.11).
Una matriz de m x n ( m filas y n columnas ) es de la forma

a1 412 ot 4y

azy 4zy -+ dpy
A= . . }

Am1 Am2 " Gmn

En general, denotamos por a;; al elemento que se encuentra en la fila i y co-
lumna j de la matriz. Denotaremos con .#,,,,, al conjunto de todas las matrices
de m x n. Los elementos diagonales son a;1, a55,..., y forman la diagonal principal
de la matriz.

Ejemplo 2.1. Una matriz diagonal es una matriz cuadrada ( de nxn)
con a;; = 0sii#j, es decir, los tnicos elementos no nulos son los de
la diagonal principal:

a1 0 0
0 ajso 0
0 O Aun
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Un ejemplo de matriz diagonal es la matriz identidad I,

01 - 0
Li=|. . . . (2.1)

es decir, la matriz n x n compuesta de unos en la diagonal principal y
ceros en el resto de elementos.

00 0
_ 00 0

La matriz 0 es aquella cuyos elementos son todos nulos .
00 --- 0

Consideremos de nuevo la interpretacion de la estructura de una matriz
como un conjunto de vectores columna ordenados ( ver (1.11) ) Usando las
propiedades de las operaciones (1.8-1.9) entre vectores columna se pueden
definir andlogamente las operaciones elementales entre matrices:

e La multiplicacién por un escalar c se hace multiplicando todos los vectores
columna, es decir todos los elementos uno a uno:

app a1z o dig caypp capp - Cdyy

a1 4zp -t Ay Cdry Cdpy -+ Cdpy
c-| . y @ :[cal\caZ\---\can]: ,

Aml Am2 " Amn Cam1 Camp - Clpyy

e [La suma se realiza columna a columna, es decir elemento a elemento

a1 412 ot A1p by by - by
a1y 4zp -+ dpp by byy -+ Dby,
. . A el . . .=
Anm1 Am2  *° Amn bml me bmn
:[al‘az‘---‘anh[bl‘bz‘---‘bn]:[a1+b1‘a2+b2‘~-‘an+bn]:
app+byy ap+byp - ap, +byy,
a1 +byy  axp+by - ay,+by,
aml+bm1 am2+bm2 amn+bmn

Ciertas propiedades de los vectores columna ( Proposicién 1.18 ) se generalizan
directamente a matrices, como sigue.
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Teorema 2.2 (Propiedades algebraicas de las matrices.).

Para todas las matrices A, B, C de m x n y todos los escalares r,s € R:
1. A+B=B+A 4. r(A+B)=rA+rB
2. (A+B)+C=A+(B+C) 5 (r+s)A=rA+sA
3. A+0=A 6. r(sA) = (rs)A

Multiplicacion de matrices. Definimos ahora el producto de matrices, utili-
zando de nuevo la interpretacién columnar de una matriz. Conocemos ya la
operacion de multiplicar una matriz A por un vector x ( definicién 1.23 ) Vamos
a estudiar qué sucede si multiplicamos consecutivamente un vector por dos
matrices:

A-(B-x)

Es decir, primero multiplicamos a x por B para obtener un vector B-x, y a este
vector resultante lo multiplicamos por A.

El primer producto Bx ( es habitual, como entre niimeros reales, omitir el
simbolo de multiplicacién ) se puede expresar por columnas como

X1
x=| | = Bx=x;b+---+x,b,

xl/l
siby,...,b, son las columnas de B. Multiplicando por la matriz A
A(Bx) = A(x;by +---+x,,b,)) = x;Aby +--- + x,,Ab,,

por las propiedades del producto matriz-vector. Convirtiendo esta expresion
vectorial de nuevo a notacién matricial

A(Bx) =| Aby | Ab, | - | Ab, |x=Cx

i Resulta que el vector obtenido es el mismo que se obtiene multiplicando x
por una matriz C = [Ab1 ‘ Ab, ‘ ‘ Abn] ! Definimos esta matriz como el
producto C = AB de las matrices A y B.

Definicién 2.3. Sea A una matriz mxp y B una matriz pxn, cuyas columnas son by,
..., b,. El producto AB se define como la matriz de m x n de columnas Abq, ..., Ab,:

AB=A[by [ by |-+ |b,|=[Ab; [ Ab,y |- | Ab, | (2.2)
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Es importante darse cuenta de que no se pueden multiplicar dos matrices
cualesquiera. El numero de columnas de la matriz de la izquierda A debe ser
igual al namero de columnas de la matriz de la derecha B.

Ejemplo 2.4. Calculad AB si

Respuesta: por columnas
2 3|14 3 6
L T

112 3|42 3| 3[|[2 3||6|| _[11 | O |21
S |r =51 |1 =5((-2f |1 -5||3|| [ 1 |13 |-9
El calculo se puede organizar directamente mediante la llamada regla
fila-columna:

Ix4+(-5)x1 1x4+(-5)x(-2) 1x6+(-5)%x3
[11 0 21
11 13 -9

Al menos hay tres maneras de organizar e interpretar el producto de dos
matrices Ade mxpyBdepxn:

AB:[2><4+3><1 2x3+3x(-2) 2><6+3><3l

1. La multiplicacién por columnas es la que hemos usado para definir el
producto: la columna i-ésima de AB es una combinacion lineal de las columnas
de A, con pesos dados por la columna i-ésima de B. Es decir, calculamos las
columnas Ab; de [Abl ‘ Ab, ‘ ‘ Ab,, ] por columnas:

AB:[b11a1+b21a2+---+bp1ap ‘ ‘ blna1+b2na2+---+bpnap]

2. Es bastante mas eficiente calcular el producto usando la regla fila-columna
para calcular cada elemento de la matriz producto: La regla fila-columna
se puede usar para productos de matrices igual que se usé para el producto
de una matriz por un vector columna. Para ello, basta usarla para calcular

los productos Ab; de [Abl | Ab, | --- | Ab, ]
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3. Finalmente, existe la multiplicacién por filas. Se puede observar que la
fila i-ésima de la matriz producto es una combinacién lineal de las filas
de B, con pesos dados por los elementos de la fila i-ésima de A:

[, (fila 1 de B)+ay,(fila 2 de B) + -+ ay,(fila p de B) |

AB ayi(fila 1 de B) +ay,(fila 2 de B) +--- +ay,(fila p de B)

am(fila 1 de B) +ay,»(fila 2 de B) +--- +a,,p(fila p de B)

Para mas informacién, consultad el teorema 2.34 de la seccién 2.5 sobre ma-
trices partidas. En todo caso, el elemento (i, ) (fila 7, columna j) de la matriz
producto AB es:

(AB)l] = ailblj + aizsz F e+ ainbn]’.

Teorema 2.5. Dadas una matriz A de mxny By C tales que las sumas y productos
siguientes se pueden realizar, tenemos las siguientes propiedades.

1. A(BC)=(AB)C ( propiedad asociativa )
2. A(B+C)=AB+ AC ( propiedad distributiva )
3. (A+B)C = AC + AB ( propiedad distributiva )
4. ¢(AB)=(cA)B=A(cB) ( c € Rescalar )
5 I,A=A=AI,
Demostracion. Todas las propiedades son faciles de demostrar con la definicién

por columnas. Consideremos el producto A(BC). Sobre una columna c; de C, la
definicién (2.2) es en realidad haber exigido asociatividad al producto matri-

cial ABx:
A(Bc;) = (AB)c;
por tanto tenemos que A(BC) :A[Bc1 ‘ Bc, ‘ ‘ Bc, ] = [ABC1 ‘ ABc, ‘ ‘ ABcp]

= AB [ C1 ‘ () ‘ ‘ cp ] = (AB)C. Las demas se demuestran andlogamente. O

3 -2 4 3
decir, AB # BA ). Comparad las multiplicaciones por filas y por columnas en
ambos productos.

Ejercicio 2.6. Comprobad que las matrices [5 1] y [2 Ol no conmutan ( es

Proposicion 2.7. En general:
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1. AB# BA,
2. AB=AC no implica que B = C, incluso si A # 0,

3. AB = 0, no implica que A = 0 6 B = 0 ( es decir, hay A # 0, B = 0 tales
que AB=0)

La transpuesta de una matriz.

Definicion 2.8. Si A es una matriz mxn, la matriz transpuesta AT es una matriz nx
m cuyas columnas son las filas de A.

Ejercicio 2.9. Calculad las transpuestas de

-5 2
a b 1 1 1 1
] A A A |
c d 0 4 -3 5 =2 7

Teorema 2.10. Si A y B son matrices tales que las operaciones siguientes se pueden
realizar, tenemos que

1. (AT = A,

2. (A+B)T = AT + BT,

3. (cA T —cAT para todo escalar ¢ € R,
4. (AB)T =BTAT.

Demostraciéon. Sélo la propiedad 4 no es obvia, aunque se demuestra expresando
una fila genérica de (AB)T. O

Ejercicio 2.11. Calculad la férmula de (ABC)T en términos de AT, BT y CT.

2.2. Inversa de una matriz

Definicién 2.12. Una matriz A de nx n es invertible si existe una matriz C de nxn
tal que
CA=1 y AC=1

Cuando existe C, se denota por A=! = C y se denomina matriz inversa de A.

Obsérvese que la definicion requiere que la matriz A sea cuadrada ( naimero
de filas igual a namero de columnas ) De una matriz no invertible A se dice que
es singular.
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Proposicion 2.13. Si una matriz A tiene una inversa A=, entonces esta matriz es
iinica.

Demostraciéon. Imaginemos que C y D son dos inversas de A: entonces AC =1,
CA=1,AD =1y DA = 1. Multiplicando la primera por D a laizquierda DAC = D
y como DA =1, entonces C = D. [

Por ello se puede hablar de la inversa de una matriz dada.

Ejercicio 2.14. Demostrad que si una matriz tiene una inversa por la izquierda
y otra por la derecha, entonces ambas inversas son iguales. Es decir, si dada A
existen Cy D talesque CA=1y AD =1.

5

Ejemplo 2.15. Comprobad que la inversa de A = [_g _7] es A7l =

7

¢ Como se calcula la inversa ? Con matrices 2 x 2 es muy sencillo.

b

Proposicién 2.16 (Inversa de matrices 2 x 2). Sea A = [i J

]. Siad—-bc =0

entonces A es invertible y

1 d -b
Al = :
ab—cd l—c a]

Siad —bc = 0 entonces A es singular.

La cantidad ad — bc se denomina determinante de A, denotidndose
detA =ad-bc (2.4)

Por tanto, segun la proposicién, una matriz de 2 x 2 es singular si detA =0,y
es invertible si det A # 0, en cuyo caso la inversa se construye dividiendo por el
determinante la matriz resultante de intercambiar los elementos de la diagonal
principal, y cambiar de signo los elementos de la otra diagonal.

Teorema 2.17. Si A es invertible, entonces la ecuacion Ax = b tiene solucion, y es
tinica, para todo b. Esta solucion es x = A1b.

Demostracion. Multipliquemos la ecuacién por la izquierda por A~!:

ATAx=A"b = x=A"'b.
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Este calculo implica que si x es solucién del sistema, obligatoriamente ha de ser
igual a A™!'b (unicidad de la solucién ) Multiplicando esta tinica candidata a

solucién por A tenemos que A(A_lb) =b, luego es, efectivamente, una solucién.
O

Ejercicio 2.18. Demostrad que el teorema 2.17 implica que una matriz A inver-
tible satisface tanto el teorema S como el teorema I del capitulo 1.

Se puede pensar que la extracciéon de la inversa es algo asi como “dividir”
por una matriz. Es decir, dada la ecuaciéon Ax = b se puede, si A es invertible,
despejar x de la forma x = A~!b. Sin embargo, este punto de vista es muy peli-
groso: no todas las matrices pueden “dividir”, sélo las ( cuadradas ) invertibles y
ademas dividir ... ; por la izquierda o por la derecha ? La falta de conmutatividad
complica esta vision, y es mejor pensar escrictamente en multiplicaciones por
inversas, a la izquierda o la derecha segiin convenga, y abstenerse de hablar de
divisién alguna.

Ejemplo 2.19. Resolved el sistema
- 7X1 - SX2 = bl
3X1 + ZX2 = bz
en términos de b; y b,.

Teorema 2.20 (Propiedades de la inversa).

1. Si A es invertible, entonces A~! es invertible con

(AT = A

2. Si A y B son matrices invertibles del mismo tamariio, su producto AB también lo

esy
(AB)"' =B71A7L.

3. Si A es invertible, entonces AT es invertible con
(AT)—I — (A_l)T.

Demostraciéon. Las ecuacidones que definen Al como inverso de A, A~1A =
AA~1 = I, también definen a A como inverso de A~'. Ademas B'A"1AB=B!B=
1=ABB'A ' yque (A HYTAT =(AA N =TT =1 =AT(A )T = (A1A)T. O
Proposicion 2.21. El producto de varias matrices invertibles A{ A, --- A, es invertible,
siendo su inversa el producto de las inversas en el orden opuesto: A;lAlﬂl AL
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Vamos a estudiar las propiedades de las matrices invertibles. Este estudio,
que comenzamos aqui pero se extendera durante varios temas, dara lugar a un
enorme teorema que reflejara muchisimas propiedades equivalentes a la inverti-
bilidad. Se trata del teorema de la matriz invertible que apodaremos “Teorema
B” y cuya primera aparicion es el ejercicio 2.18 y el siguiente teorema.

Teorema 2.22. Una matriz A de nx n es invertible si y solo si es equivalente por filas
a la matriz identidad I,,. Cualquier sucesion de operaciones elementales de fila que
reduce a A a la identidad, aplicada sobre la identidad, produce i !

Demostracion. El ejercicio 2.18 asegura que hay una posicién pivote en cada
columna y en cada fila de A. Pero A es cuadrada, asi que la matriz reducida equi-
valente ha de ser la identidad I,,. Hemos demostrado entonces que “invertible =
equivalente a I”.

Hay que demostrar ahora la implicacién contraria, el “s6lo si”, es decir “equi-
valente a I = invertible”. Si una matriz es equivalente a I, es que existe una
secuencia de operaciones elementales de fila que la transforman en la identi-
dad. Cada operacién elemental realiza combinaciones lineales de filas, y una
secuencia de operaciones elementales produce una matriz cuyas filas son ciertas
combinaciones lineales de las filas de la matriz inicial. Observando la interpreta-
cién por filas (2.3) del producto de matrices, concluimos que la matriz final, que
en nuestro caso es I, se puede escribir como el producto de una matriz E ( de
nxn ) por laizquierda por la matriz A:

EA=1

Evidentemente, E es una inversa por la izquierda de A. Como A es equivalente
a la identidad, los n sistemas de ecuaciones simultaneos Ax; = e;, Ax, = e,,
..., Ax, = e, tienen soluciones x1, X,,..., X,, ( por el teorema S ) tnicas ( ejerci-
cio 1.46 ) Esas soluciones son las columnas de una matriz X que es inversa por la
derecha de A, porque AX = I. El teorema ?? demuestra que E = X = A™! ]

Ejercicio 2.23. Sea A de nxn. Demostrad el reciproco del teorema 2.17, es decir,
muéstrese que si el sistema Ax = b tiene al menos una solucién (es consistente)
para todo b € R", entonces A debe ser invertible. Sugerencia: considerad si A es
equivalente por filas a I,;, usando el teorema S.

Algoritmo para calcular A~!. El teorema 2.22 permite formular un algoritmo
sencillo para hallar la inversa, basado en operaciones elementales de filas.
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Dada una matriz A de n x n,
1. formar la matriz aumentada [A \ I ],

2. reducir por filas esa matriz aumentada hasta la forma escalonada redu-

cida,
3. si A es invertible, la matriz aumentada reducida serd de la for-
ma [I ‘ Al ]

Las operaciones realizadas sobre A para transformarla en I, se estan realizando
simultaneamente sobre I. Por el teorema 2.22 el resultado de estas operaciones
sobre I es la inversa A71.

0 1 2
Ejemplo 2.24. Calcular la inversa, si existe,de A=|1 0 3}.
4

-3 8
0 1 2|1 0 0]
[a1]=1 0o 3]0 1 o0
2 -3 8|0 0 1]
10 0|-92 7 -312
~lo 1 0 2 4 1
0 0 1| 32 -2 172

Podemos observar este procedimiento como si estuviéramos resolviendo 7 sis-
temas de ecuaciones simultdneos Ax =e;, Ax =e,, ..., AX = e,, que resolvemos
de golpe aumentando la matriz A con todos los lados derechos e; a la vez:

[A\el],...,[A\en] PN [A\I]. (2.5)

Ejemplo 2.25. Este procedimiento se puede generalizar para la situacién
en la que tenemos p sistemas de ecuaciones que resolver Ax =by,...,
Ax =b,, que podemos resolver poniendo todos los lados derechos b,

como columnas en una matriz B = [b1 ‘ ‘ b, ] y reduciendo
[a|B]~[1]C] (2.6)
Las soluciones son las columnas de la matriz

C=A"'B=[A7"b; |- |A7b, |.
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Es interesante interpretar todavia de otra manera el algoritmo para calcular la
inversa. Resulta el producto de una matriz A~! por una matriz dividida en dos

submatrices como [A ‘ I ] se puede organizar por bloques
Atlalr]=[atalatr]=[1]a] (2.7)

como se deduce facilmente de la definicién de multiplicacién de matrices (2.2).
Este es un ejemplo importante de la multiplicacién de matrices por bloques, que
se discute en el parrafo optativo 2.5. Otro ejemplo es el de la solucién simultdnea
de ecuaciones (2.6)

Atla|B]=[1]AB|=[1]A™by |- | A7lD, ] (2.8)

2.3. Caracterizaciones de matrices invertibles

Teorema 2.26 (Teorema de la matriz invertible). Sea A una matriz nxn (cuadrada).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a. A es invertible.

b. A es equivalente por filas a la matriz identidad I,,.

c. A tiene n posiciones pivote (es decir, n pivotes no nulos).

d. La ecuacion homogénea Ax = 0 admite solo la solucion trivial.

e. Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente.

*

La ecuacion Ax = b tiene al menos una solucion para todo b € R".

A T

Las columnas de A generan R".

-~

j. Existe una matriz C nx n tal que CA=1.
k. Existe una matriz D nx n tal que AD =1.

1. AT es invertible.

*dejamos algunos apartados vacios para concidir con la notacién de Lay [1].
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Demostracion. Para demostrar un teorema que consiste en la equivalencia de
tantas proposiciones, lo més eficiente seria crear una cadena de implicaciones
légicas, como por ejemplo a. = b. = --- = I. = a:. Para adaptarnos a las par-
ticularidades de cada afirmacién, realizaremos varias subcadenas légicas que
acabaran conectando todas las afirmaciones realizadas.

Comencemos por equivalencias ya conocidas. Por el teorema 2.22,a. & b.y
su demostracién implica que a. = c.. Pero c. = b. porque n posiciones pivote en
una matriz n x n implican que la matriz escalonada reducida es la indentidad I,,.
El teorema 2.17 implica que a. & d. y a. & g. por el ejercicio 2.23 y g. & h.
por definicién. Ademads g. = k. y k. = g. por el ejercicio 2.27. Por definicién,
y la definicién de producto matriz-vector, d. < e.. El teorema 2.20 3. implica
que a. & [. y ésto implica que j. y k. son equivalentes. O

Ejercicio 2.27. Demuéstrese que si existe una matriz D n x n tal que AD =1
entonces Ax = b tiene siempre al menos una solucién. Sugerencia: apliquese esta
ecuacion matricial a b.

2.4. Matrices elementales®

Matrices elementales. Vamos a representar las operaciones elementales por
fila mediante multiplicaciones por la izquierda de ciertas matrices especiales,
denominadas matrices elementales. Con su ayuda, demostraremas que toda
matriz invertible es equivalente por filas a la matriz identidad, y encontraremos
un algoritmo para calcular la inversa.

La siguiente proposicion utiliza un hecho que es la clave de la aplicabilidad
del Algebra Lineal en Ciencia, y especialmente en Ingenierfa. Una matriz es
un operador, es decir, un objeto que acttia sobre los vectores, realizando sobre
ellos alguna operacién concreta de interés. Puede actuar, como veremos, como
una operacién de clara interpretacién geométrica, un giro, una proyeccion, etc.
O como una operacién elemental por filas, como es el caso aqui. Su manera de
actuar es multiplicindose por la izquierda por el vector. Si una matriz acttia
sobre vectores, puede actiar también sobre matrices, actuando simultineamente
sobre cada vector columna. Y, otra vez, una matriz actiia multiplicando por la
izquierda al vector o matriz sobre el que actua.

Proposicion 2.28. Realizar una operacion elemental sobre una matriz A de mxn
es equivalente a multiplicarla por la izquierda por una matriz E de m x m, siendo
la matriz obtenida EA. La matriz E es precisamente la que se obtiene al realizar esa
misma operacion elemental sobre la matriz identidad I,,,.
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Demostraciéon. La interpretacion del producto por filas (1.12) ( v. también (2.9) )
de E-I, junto con la igualdad E-A=E-I-A, demuestra la proposicion. [

Definicion 2.29. Una matriz elemental es la obtenida al realizar una operacion
elemental por filas a la matriz identidad.

Como hay tres tipos de operaciones elementales por filas, habra tres tipos de
matrices elementales. En el siguiente ejemplo los ilustramos.

010
Ejemplo 2.30. Permutacién: P, = |1 0 0};
0 01
1 00
multiplicacién por constante de una fila: L,(3) = lO 3 0];
0 01
1 00
suma del mutliplo de una fila a otra: L3;(4) = [O 1 O}.
4 01

Es interesante la siguiente observacién: toda matriz elemental es invertible.
Ello es consecuencia de la invertibilidad de las operaciones elementales, como
averiguamos cuando las definimos.

Ejercicio 2.31. Compruébese que las inversas de las matrices elementales del
ejemplo 2.30 son:

0 1 0 010
P,=[1 0 0| = P3'=P,=[1 0 0
0 0 1 001
1 0 0 1 00
L,(3)={0 3 0| = Ly(3)'=Ly(1/3)=|0 % ©
0 0 1 001
1 0 0 1 00
Ly;(4)=]0 1 0| = Lyj(4) =Ly (-4)=[ 0 1 0
4 0 1 -4 0 1

A partir de ahora podemos visualizar las operaciones elementales sobre una
matriz como multiplicaciones por la izquierda por matrices elementales apropia-
das. Este punto de vista computacional nos facilitara llegar a varios resultados
practicos y tedricos de gran importancia. Escribiremos, por tanto

EE, |- E;EEA=U & EA=U
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siendo U la matriz reducida y donde las E; codifican las operaciones elementales
individuales, y E es el producto de todas las matrices elementales correspondien-
tes.

2.5. Matrices partidas®

Es interesante conocer que hay distintas formas de organizar el calculo del
producto de dos matrices. En realidad ya hemos visto tres maneras, la multi-
plicacién por columnas, por filas y el uso de la regla fila-columna. Todo ello
estda muy relacionado con el hecho de que la multiplicacién se puede realizar por
bloques creados dentro de las matrices, pudiéndose ganar en eficiencia, claridad
o incluso facilitar la explicacién de argumentos teéricos. La técnica bésica es la
definicién de una particién de una matri en subbloques adecuados. Comencemos
con un ejemplo.

Ejemplo 2.32. La matriz siguiente se puede partir en bloques

3 0 -1 5 91| -2
A=|-5 2 4| 0 -3 1|=|[Mn A A
Ay Ay Aps

-8 -6 3| 1 7|-4

3 0 -1 5 9 -2
A“:l—5 2 4]’ A”:lo —3]’ A13:l1l

An:[—S -6 3], A22:[1 7], A23:[—4].

con

La observacién importante es que las matrices partidas se pueden multiplicar,
si todos los tamanos y la disposicién de los bloques es compatible, usando la
regla fila-columna ( o cualquier otra ) considerando como si los bloques fueran
elementos.

Ejemplo 2.33.

2 -3 1] 0 -4
A=|1 5 2| 3 -1 :li“ 1’212],
0 -4 -2 7 -1 ] L7t 7=
6 4
_21 _
B=| -3 7 :gll
-1 3 |72

5 2
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Resulta que

AB = Ay Ap||Bi| _|AnBi +A12B;
Ay Ap Ay By +ApB;

B,
2 -3 1_g4+0—4—13
1 5 -2 3 -1 5 2

1
— __3 7_
- [ 6 4]
[0 4 —2] :g ;+[7 —1][_é 2]

15 12] [-20 -8 5 4
|l 2 -5|"| -8 7 l6 2],

14 —18]+[—12 19 2 1

Hay que sefialar que las operaciones de bloques A1 B1+A1,B,, etc. son
operaciones de matrices, y las multiplicaciones deben ser realizadas

en el orden escrito.

Utilizando matrices partidas, podemos dar una formulacién sucinta de las tres
reglas de multiplicacién de matrices. Para ello observamos que dos particiones

particulares son la particién en columnas y en filas:

[ a1y | ap |- | a1y a1 412 o A4y
A= sy | A2 | *° | A2 _ dpy dpp -+ Qyy
| Am1 | Gm2 | " | Qmn Am1 Am2 *° Amn
fil; (A)
] fil,(A)
=|coly(A) col,(A) --- col,,(A)]: .
fil,,(A)

Teorema 2.34. Si Aes mxpy Bes pxn, entonces
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1. Regla fila-columna

[ fil{ (A)
fil,(A)

fil,,(4)

[ fil; (A)
fil, (A

fil,, (A)

).
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-[coll(B) col,(B) - coln(B)]

-coly(B) fil;(A)-coly(B) --- fil1(A)-col,(B)
col;(B) fil,(A)-coly(B) --- fily(A)-col,(B)
:coll (B) fil,,(A) col,(B) fil,,,(A) :coln(B)

2. Multiplicacién por columnas

bi1 bip - by
i byy by, -+ by,
A-B=[coli(4) coly(A4) - col,(A)]- T
bp1 by bpn
col; (A)byy col; (A)by, coly(A)by,
+C012(A)b21 +C012(A)b22 +C012(A)b2n
| +col,(A)by; | +col,(A)by, +col,(A)by,
3. Multiplicacién por filas

[a11 a2 -+ agp] [fili(B)

a a ceoa fil,(B

A po|® 2 2p | %( )

[Am1 Am2 0 Amp ﬁlp(B)

[ al flll(B) +4adio fllz(B) + - -alp fllp(B)

(2.9)
aj flll (B) +ajy fllz(B) + - a2p fllp(B)

[ Am1 fil; (B) T am2 ﬁlZ(B) T Amp ﬁlp(B)
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4. Regla columna-fila

A-B:[coll(A) coly(A) - colp(A)]- _
ﬁlp.(B)
= col; (A) - il (B) + col(A) - il (B) + -+ + col, (A) - fil ,(B)

Finalmente observemos que la definicién de multiplicacién de dos matri-
ces (2.2) es interpretable como una multiplicacién de matrices por bloques, como
ya hicimos en (2.7) y (2.8).

2.6. Factorizacion LU *

En esta seccién vamos a encontrar una factorizacion de una matriz A, es decir,
vamos a escribir A como el producto de dos factores

A=L-U

siendo esos factores matrices L y U con caracteristicas interesantes. La primera
es que U es una matriz escalonada equivalente por filas a A. La factorizacion LU
no es mds que la codificacion en forma matricial del proceso de eliminacion gaussiana
por filas para conseguir una matriz escalonada equivalente.

Ya vimos anteriormente que cada operacién elemental de filas es equivalente
a multiplicar A por una matriz elemental E;, por la izquierda:

E,E, - E,EjA=U. (2.10)

Supongamos que tenemos una matriz A tal que en su reduccién por filas a for-
ma escalonada no es necesario realizar permutaciones. Entonces las posiciones
pivote que vayamos encontrando estaran en la fila superior de la submatriz que
tratamos. Es posible reducir la matriz a una matriz escalonada U equivalente uti-
lizando solamente operaciones elementales de fila de tipo L; j(@), sin necesidad
de reescalar con L;(«a) las filas. Es mds, en la reduccién progresiva, la primera
fase en la que hacemos cero todos los elementos que estan debajo de los pivotes,
se utilizan sdlo operaciones de fila L; j(a) con i > j. El pivote estd en la fila j, y
siempre estd por encima del elemento que anulamos, que esta en la fila i > ;.
Resumiendo,
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si las permutaciones no son necesarias, la reduccién a matriz escalo-
nada se puede hacer con operaciones E; que son todas de tipo L; j(«)
de adiciéon de multiplo de una fila superior j a otra inferior i, con
1>].

Por ello, todas las matrices E; de (2.10) son de la forma

j
1 0 0o - 0
0 1 0o - 0
Lijla)= | : Lo : (2.11)
i |0 o 1 0
(0 v 0 - 0 - 1]

(a estd en la fila i columna j). Estas matrices tienen dos caracteristicas intere-
santes: i) son triangulares inferiores, es decir, por encima de la diagonal principal
todos los elementos son nulos; ii) tienen la diagonal unitaria, es decir, la diagonal
principal estd compuesta de unos.

Ejercicio 2.35.

1. Demostrar que todo producto E,E, ;---E; de matrices del tipo (2.11) es
triangular inferior y de diagonal unitaria.

2. Demostrar que la inversa de una matriz (2.11) es del mismo tipo, de he-
cho Li]-(a)‘l = Li]-(—a).

Poe el ejercicio anterior. La matriz A se reconstruye a partir de U invirtien-
do todas las operaciones elementales A = E;'E;! ---E;l U. Podemos entonces

tomar L = E;'E;! ---E;l y hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.36 (Factorizacion LU de una matriz). Toda matriz A de m x n que se
puede reducir por filas a una forma escalonada U sin realizar permutaciones, se puede
factorizar de la forma

A=LU.

El factor L es una matriz mxm triangular inferior con unos en la diagonal e invertible,
igual al inverso L = E{'E;! ~--E;1 de las matrices E; correspondientes a operaciones
elementales de fila de tipo L;j(«) que reducen A a U.
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Algoritmo de factorizaciéon LU. Es muy interesante el hecho de que se puede
construir la matriz L de una forma muy sencilla. Como hemos argumentado, L
es el producto de las inversas E;'E;! ~~E;l. Resulta que este producto se puede
escribir directamente, sin necesidad de multiplicar las matrices. Lo mejor es
hacer un ejemplo.

Ejemplo 2.37. Encontrar la factorizaciéon LU de

2 4 -1 5 -2

-4 -5 3 -8 1

A= 2 5 -4 1 8
-6 0 7 -3 1

El primer pivote es el 2 de la posicién 11. Las primeras operaciones
elementales son L,1(2), L31(—1) y L41(3) que anulan los tres elementos
debajo del primer pivote y dejan la matriz en

2 4 -1 5 -2
0o 3 1 2 -3
0 -9 -3 -4 10
0 12 4 12 -5

Continuando con la segunda columna, siendo el pivote el 3 de la
posicion 22, realizamos las operaciones L3,(3), Ly (—4):

2 4 -1 5 =2
03 12 -3
“loo o0 2 1|
00 04 7

El pivote se ha desplazado a la cuarta columna, a la posicién 34, pero
no es necesaria una permutacién. Realizamos L43(—2) y obtenemos la
matriz escalonada

A~

2 4 -1 5 =2
03 1 2 -3

~lo 0o 02 1|7V
00 0O0 5

La operacién que ha reducido A a U es entonces, en forma matri-
cial Ly3(—2)L4p(—4)L32(3)L41(3)L31(—=1)Ly1(2). Pero a nosotros nos in-
teresa su inversa

L = [Ly3(~2)L4p(—4)L32(3)La; (3)L31 (—1)L,1(2)] 7!

=L1(2) 7" L31(=1) " Lyg (3) 7" L32(3) ' Lap(—4) "' Las(-2) ™!
= L1(=2)L31(1)L41(=3)L32(=3)L42(4)L43(2).
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Resulta que este producto es sorprendentemente sencillo:

L1 (=2)L31(1)L41(=3)L32(=3)L42(4)L43(2)

L=

S O - O

S — O <

— O O O

S O O -

S O —H O

S — 0 O

— O O O

S O O

001!
o — ol

— O O O

S O O

S O — O

S — 0 O

— O O O

S O O

001!

S O O -

— O O O
—— c o ~[N
SO O -

SO O -~

S — N
S [l

SO - O
o~ g+ ~[FEE

o~ O O |

1002_Jloon«_u Il

. . L O O O —

00010001001!

S —H O O O —+H O O ._

— O |||

i 1

OCCOoO—~ OO0 ~ OO0 O —

OO 1O OO O OO - O

SO OO O+ OO O — O O

-E,E; que convierte a A en escalonada, y que es inversa

E,-

i los multiplicadores se han colocado en las posiciones correspondien-

Debido al orden especial de las operaciones elementales que forman L
tes de la matriz final sin modificaciéon ! Esto no sucede en la ma-

triz E
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de L. Concluimos que

1 0 0
I, 1 0
=31 =l 1
=yl g

L=

— o O O

siendo /;; el multiplicador que hemos usado en la operacion L;;(/;;) al
reducir la matriz A.

La regla de construccién de la matriz L es general, valida para toda matriz A
que se reduce sin usar permutaciones. Notese que, sin embargo, el producto
inverso L™! que aplicamos a A para reducirla (L"!A = U) no es tan sencillo de
escribir, porque los coeficientes /;; se mezclan. Afortunadamente, no es L7'la
matriz interesante, sino su inversa L.

2 11
Ejercicio 2.38. Obténgase la factorizaciéon LU de A=| 4 1 0]
2 1

\9)

La utilidad practica de la factorizaciéon A = LU es inmensa si se necesitan
resolver muchos sistemas Ax = b; con la misma matriz A pero diferentes lados
derechos b;. El sistema LUx = b se convierte en dos sistemas

Ax=LUx=Db = Ly=b, Ux=y

que son triangulares, mucho més faciles de resolver (aunque sean dos) que el
sistema original no triangular.

2.7. Cuestiones adicionales®

Numero de operaciones para multiplicar dos matrices

Namero de operaciones para factorizar LU. El nimero de operaciones
(multiplicaciones) necesario para calcular el primer paso de la eliminacién
(ceros en la primera columna debajo del pivote) es n para calcular la primera fila
que se va a sustraer, por n — 1 filas que hay debajo de la primera fila. Asi, para
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completar la forma escalonada haran falta

nn-1)+n-1)(n-2)+---+2-1=
=n?—n+n-1>-(n-1)+---+1°-1=
=(1+2%+--n?)—(1+2+--+n)=

_n(n+1)2n+1) n(n+1) n

3_n n3

— ~ —
= ~

6 2 3 3

Numero de operaciones para resolver un sistema triangular o escalona-
do

La factorizaciéon LU permutada. ; Qué sucede si son necesarias las permu-
taciones para obtener la matriz escalonada equivalente a A ? Imaginemos que
antes de cada operacién elemental E, de tipo L; j(«) es necesario realizar una
permutacion P, = P;; (que, solo para este calculo, podemos considerar puede
ser la identidad I si no es necesaria ninguna permutacién). Entonces (2.10) se
escribird

EpPpEp—lpp—l °e 'E2P2E1P1A - U

donde P, son las permutaciones necesarias (6 I) y las E, son matrices L; j(«). Hay
que observar que si P, = P, j con i > j, entonces j es la fila donde situamos el
pivote r-ésimo. La operacion de reduccién que le sigue E, = Ly ; ha de combinar
la fila j del pivote con otra por debajo del pivote k > j. Es decir, los pares E, P,
son de la forma Ly ;P; j conk >jei>j,y k=i, porquei es lafila en la que hemos
situado el cero que estaba en la fila j del pivote. Su inversa es

A=PE'PBE;" P E, BE, U
porque recordemos que P! = P, al ser una matriz de permutacién. Tenemos que
desenmarafiar el producto que se encuentra delante de la matriz U, y lo primero
que se tiene que decir es que, en general, no es una matriz L triangular inferior
de diagonal unitaria como antes. Es, como vamos a ver, una versién de ese tipo
de matrices, con las filas permutadas.

Ejercicio 2.39. Demuéstrese que, si I ; es una matriz de permutacion y Ly ;(a)
una matriz elemental de adicién de un multiplo a de la fila / a la fila k, enton-
ces I‘Di,ij,l(a)P,-,j es una matriz de tipo Lk'f,l/(.a), aunque posiblerrl'enjce con k'yl’
distintos de k y I: si k =i entonces k’ = j, si k = j entonces k" =i, si | =i enton-
cesl’=jysil=jentonces !’ =1i.Siniknil coinciden con i ¢ j, entonces k' =k,
I'=1.
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Entonces Er_—llpf = Ly,jP; j+1, coni>j+1 segin el ejercicio anterior es
Y] .
P 1Ly ;P js1 = Ly j con k' > j.

es decir
Li,jPij+1 = B j Ly .

Entonces E;_lzPr_lEr__llPr =Ly _1PyjLy;B i1 coni’>jes
Lyj 1By Ly P i1 = Lij 1Py iPje1Lle,j = P jLy j1 B ja L j

conl’>j-1y
By Ly 1P jailij =P b jaaLlirj 1L

con !” > j—1. Parece claro que al final todas las permutaciones se pueden pasar
ala izquierda, con el precio de aumentar a veces los primeros indices k de los Ly;
y quedara. escribir
A= PLkllLk22"'LkppU =PLU con 1,2,3,...de:s

. .. el principio
que al ser ky > 1,...,k, > p es el producto de P, una matriz de permutacion, B P

por una matriz L triangular inferior con diagonal unitaria. Basta invertir P
( obteniéndose otra matriz producto de permutaciones ) para obtener el siguiente
teorema. P puede que ter

. & , estructura.
Teorema 2.40 (Factorizaciéon LU permutada). Toda matriz A de m x n se puede

descomponer de la forma
PA=LU

donde P es una matriz de permutaciones ( producto de P, ;’s ) L es una matriz
triangular inferior ( producto de L; ;’s ) cuadrada de diagonal unidad e invertible y U
es una matriz escalonada.

La factorizaciéon LU permutada. Existe una factorizacién un poco maés fina, la
factorizacién LDU, que necesitaremos mas adelante.

Teorema 2.41 (Descomposicién LDU de una matriz). Toda matriz A de m x n se
puede descomponer de la forma
PA=LDU

donde
* P es una matriz de permutaciones ( producto de P, ;’s )

* L es una matriz nx n triangular inferior con diagonal unitaria ( producto
de L;;’s ) cuadrada e invertible
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* D es una matriz n x n cuadrada diagonal
* U es una matriz escalonada con los pivotes igual a uno.

En el caso de la matriz del ejemplo 2.37

2 4 -1 5 -2 1 0 0 O0][2 4 -1 5 -2
4 -5 3 -8 1 -2 1 0 o/l]lo 3 1 2 -3
A‘2—5—4 1 8_LU_1—3 1 ollo 0 o0 2 1
-6 0 7 -3 1 -3 4 2 1]1]lo0 0o o 0 5
la factorizacion LD U es

1 0 0 01]2 1 2 -1/2 5/2 -1

_ -2 1 0 o 3 01 1/3 2/3 -1

A=LDU = 1 -3 1 ol 2 10 0 0 1 1/2

-3 4 2 1 50100 0 o0 1

Proposicién 2.42. La factorizacion LDU es finica salvo permutaciones P.

La demostraciéon: LD, U; = L,D,U, implica que U; Uz_l = Dl_lLIILZDzm y
esto solo es posible si U; Uz_1 =1 & U; = U,. Analogamente se demuestra D; =
D2 y Ll = Lz.

Ejercicio. La factorizaciéon A = LDU de una matriz simétrica A = A es ser de
la forma A =LDL".

2.8. Respuestas a los ejercicios

2.14 Multiplicando CA =1 por D por la derecha ( si ello es posible ) se tiene que
CAD=1-D, & C-I=D, & C=D

Hay restricciones para que el calculo anterior sea posible:

2.18 Como Ax = b tiene solucién Vb, A satisface el teorema S. El sistema Ax =10
tiene solucién unica, luego se satisface el teorema I.



2.8. RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS

2.39
Lij(a) sik#i6j,yl#idj
Li(a) sik=i,yl#idj
Lyj(a) sik=ziojyl=i
P iL(a)P,j=qLij(a) sik=j,yl=id]
ila) sikzi6j,yl=]j
)
)

sik=iyl=j

sik=jyl=i
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2.9. Resumen

Teorema (Propiedades de la suma y Teorema. Dadas AdemxnyBy C:

multiplicacién por escalar de matri- 1. A(BC)=(AB)C
ces.). 2. A(BB+C)=AB+AC
1. A+B=B+A 3. (A+B)C=AC+AB
2. (A+B)+C=A+(B+C) 4. ¢(AB)=(cA)B=A(CB)
3. A+0=A 5 I,A=A=AI,
4. r(A+B)=rA+rB
5 (r+s)A=rA+sA Teorema (Propiedades de la transpues-
6. r(sA)=(rs)A ta).
1. (AT = A,
Definicién (Producto AB). 2. (A+B)T =AT + BT,
3. (cA)T =cAT,
AB=A[by by || b, ] 4. (AB)T = BTAT

=[Ab; | Ab, |-+ | 4b, |.

Teorema (Inversa de matrices 2 x 2). Teorema (Propiedades de la inversa).
Siad —bc =0, A es invertible y

a b 1 [d -b e T
= M T

Siad —bc =0, A es singular.

—~
B
T
|
LS
>

Teorema. Una matriz A de n x n es in- | Algoritmo para calcular A~!.
vertible si y solo si es equivalente por filas _
a la matriz identidad I,,. Cualquier suce- Dada una matriz A de n x1;

sion de operaciones elementales de fila que 1. formar [A |1 ];

reduce a A a la identidad, aplicada sobre 2. hallar su forma escalonada re-

la identidad, produce A™". ducida;
3. si A es invertible, la matriz obte-

nida sera [I ‘ A7l ]




2.9. RESUMEN

Teorema (Teorema de la matriz inver-
tible 6 B). Sea A una matriz n x n
(cuadrada). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.
a. A es invertible.
b. A es equivalente por filas a la matriz
identidad 1,,.
c. A tiene n posiciones pivote (es decir,
n pivotes no nulos).
d. La ecuacion homogénea Ax = 0 ad-
mite solo la solucion trivial.
e. Las columnas de A forman un con-
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junto linealmente independiente.
f
g. La ecuacion Ax = b tiene al menos
una solucion para todo b € R".
Las columnas de A generan R".

=

~L ™,

. Existe una matriz C n x n tal
que CA=1.
k. Existe una matriz D n x n tal
que AD =1.
1. AT es invertible.

Teorema (Factorizacién LU de una ma-
triz). Toda matriz A de mxn que se puede
reducir por filas a una forma escalona-
da U sin realizar permutaciones, se puede
factorizar de la forma

A=LU.

El factor L es una matriz mxm triangular

inferior con unos en la diagonal e inver-
tible, igual al inverso L = El_lE:;1 ---E;l
de las matrices E; correspondientes a ope-
raciones elementales de fila de tipo L;;(«)
que reducen A a U. Sus elementos fue-
ra de la diagonal son los multiplicadores
utilizados cambiados de signo.
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