Capitulo 6

Valores propios y vectores propios

En este capitulo investigaremos qué propiedades son intrinsecas a una matriz,
o su aplicacién lineal asociada. Como veremos, el hecho de que existen muchas
bases en un espacio vectorial, hace que la expresion de las matrices o aplicaciones
lineales sea relativa: depende de qué base de referencia tomamos. Sin embargo,
hay elementos asociados a esta matriz, que no dependen de la o las bases de
referencia que elijamos, por ejemplo: el espacio nulo y el espacio columna de la
matriz, y sus respectivas dimensiones.

6.1. Vectores propios y valores propios

En este capitulo nos centraremos en matrices cuadradas, con respectivas
aplicaciones matriciales que se pueden interpretar como transformaciones del
espacio R"”. La aplicaciéon x — Ax puede transformar un vector dado x en otro,
de distinta direccién y longitud. Sin embargo, puede haber unos vectores muy
especiales para esa transformacién. Por ejemplo, el conjunto de los vectores que
son transformados en cero por la aplicacidn, es decir, el ndcleo de la aplicacién o
espacio nulo de A: {x: Ax = 0}. Por mucho que cambiemos de base, el espacio
nulo siempre es el mismo. Otro conjunto interesante es el de los vectores que
se transforman en si mismos, {x: Ax =x}. Los dos conjuntos comentados estan
asociados a la matriz, y tienen una caracteristica especial: la transformacién los
mantiene invariantes, es decir, los vectores transformados entdn dentro de los
conjuntos correspondientes. Por mucho que cambiemos de base, los conjuntos
siguen siendo invariantes. dar ejemplo de conjunto no invariante: recta que se
transforma en otra con cierto dngulo.
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1 0 1

i TR I e 1

La aplicacién ha transformado v sin cambiar su direccién.

Ejemplo 6.1. Sean A = l3 _zl, u= [_11 yv= [ﬂ Resulta que

Los vectores que s6lo son dilatados o encogidos por una aplicacién lineal, son
muy especiales para ella.

Definicion 6.2. Un vector propio (o autovector) de una matriz A de n x n es un
vector x € R", distinto de 0, tal que para cierto escalar A € R

Ax = Ax.

Un escalar A tal, se denomina valor propio (o autovalor) de A, es decir, A es valor
propio de A si existe una solucion no trivial de Ax = Ax, y a x se lo denomina vector
propio asociado al valor propio A.

. 16
Ejemplo 6.3. Sea A = [5 2].

1. Compruébese siu = [_gl yv= [_il son vectores propios de A.

2. Determinese si A =7 es valor propio de A.
Solucién:
1.
2. Hay que determinar si la ecuacién
Ax=7x & (A-7I)x=0

(que hemos escrito como un sistema homogéneo) tiene solucién
no trivial. Para ello se escribe

1 6 7 0 -6 6 1 -1
A‘”‘ls 2]‘[0 7]‘[ 5 —5]“’[0 ol'
El sistema homogéneo asociado tiene una variable libre, luego

hay soluciones no triviales y 7 es un autovalor de A. De he-
cho, la solucién del sistema homogéneo es x; = x,, es decir, en

1
(menos 0) son los vectores propios asociados ala valor propio 7.

. Ly 1 - e
forma vectorial paramétrica x = x; [ . Estos infinitos vectores
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Resumiendo, si para una matriz A y un escalar A dados hay soluciones no triviales
de la ecuacién homogénea

(A-AD)x=0

entonces A es un autovalor de A, y el conjunto de todas las soluciones es el
conjunto de autovectores asociados a A (mds el 0), y se denomina espacio propio
de A asociado a A. O dicho de otro modo, el espacio propio asociado a A es el
espacio Nul(A — AI), si este no es nulo.

Ejercicio 6.4. Demuéstrese que un espacio propio es un subespacio vectorial.

Ejercicio 6.5. El espacio de los vectores que una matriz transforma en si mismos
es un espacio propio. ; Cual ?

4 -1 6
2 1 6
2 -1 8
y encuéntrese una base del espacio propio asociado.

Ejemplo 6.6. Sea A = . Compruébese que 2 es valor propio,

Solucioén: Considerando la matriz

2 -1 6 2 -1 6
A-21=1|2 -1 6|~ 0 O
2 -1 6 0 0 O

vemos que el sistema homogéneo (A — 2)x = 0 tiene dos variables
libres, y la solucién general en forma paramétrica vectorial es

X1 1/2 —3
Xy =Xy 1 + X3 0
X3 0 1

con lo que el espacio propio tiene como base

o

y es bidimensional. ; Cémo actuda la transformacién matricial asocia-
da a A sobre este espacio propio ?

Ejercicio 6.7. El espacio propio de una matriz A asociado al valor A = 0 tiene
otro nombre. ; Cudl ?

Proposicion 6.8. Si 0 es valor propio de una matriz A, si y sélo si A no es invertible.
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Teorema 6.9. Si vq,...,v, son vectores propios correspondientes a distintos valores
1 r

propios Ay,..., A, de una matriz A n x n, entonces el conjunto {vy,...,v,} es linealmente

independiente.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de vectores es linealmente depen-
diente. Habrd un primer vector v,,; que serd combinacion lineal de los anteriores
(teorema 3.20)

Vp+1 =C1Vq +"'+Cpr. (61)

Multiplicando por A
AV = CLAV -+ AV, = AV = AV ALV,
Restando A, veces (6.1) a esta ultima ecuacion
cr( A = Aps)vi +o (A — Apiq)v, = 0.

Pero {vy,...v,} es linealmente independiente, y A;—A,,; # 0sii <p+1,asiquec =
... = ¢, = 0. Esto es una contradiccion, y {vy,...v,} ha de ser linealmente indepen-
diente. [

Ejercicio 6.10. Demuéstrese que una matriz n x n no puede tener més de n
autovalores distintos.

6.2. La ecuacion caracteristica

3]. Solu-

Ejemplo 6.11. Encuéntrense los valores propios de A = [3 6

cion

Teorema 6.12 (Extension del teorema de la matriz invertible). Sea A n x n. En-
tonces es equivalente a que A sea invertible cualquiera de las siguientes afirmaciones.

s. El 0 no es valor propio de A.
t. El determinante de A no es cero.

Lo dicho en la secciéon anterior demuestra s. y el teorema 5.11 demuestra t.

La ecuacidn caracteristica.
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Proposicion 6.13. Un escalar A es un valor propio de una matriz cuadrada A si y
solo si satisface la denominada ecuacion caracteristica

det(A—AI)=0.

Ejemplo 6.14. Ecuacién caracteristica de

5 -2 6 -1
0 3 -8 0
A= 0 0 5 4
0 0 0 1

Esté claro que la ecuacién caracteristica es igual a una ecuacién polinémica, ya
que dada una matriz numérica A de nxn, la expresién det(A—AI) es un polinomio
en A. Este polinomio, que es de grado 1, se denomina polinomio caracteristico
de la matriz A. Claramente, sus raices son los autovalores de A.

La multiplicidad algebraica de un autovalor A es su multiplicidad como raiz
del polinomio caracteristico. Es decir, sabemos que un polinomio de coeficientes
complejos siempre se puede factorizar en factores simples:

det(A— AI) = (A = )M ( Ay — A)F2. (A, — )P,

Las raices A; son los autovalores, y los exponentes y; las multiplicidades alge-
braicas de los correspondientes autovalores A;.

Teorema 6.15. Los valores propios de una matriz triangular son las entradas de su
diagonal principal.

Ejemplo 6.16. El polinomio caracteristico de una matriz es 16 — 41> -
1224,

1. ; qué tamanfo tiene la matriz ?

2. ; cudles son sus autovalores y correspondientes multiplicidades
?

Semejanza. El proceso de reduccién por filas ha sido nuestra principal herra-
mienta para resolver sistemas de ecuaciones. La caracteristica fundamental de
este procedimiento es, de nuevo, la invariancia del conjunto de soluciones, el
objeto buscado, respecto a las transformaciones utilizadas para simplificar el
sistema, las operaciones elementales por filas.

En el caso de que los objetos de interés sean los autovalores, existe un procedi-
miento que los mantiene invariantes y permite simplificar la matriz A.
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Definicion 6.17. Se dice que dos matrices A y B de n x n son semejantes si existe
una matriz invertible P de n x n que las relaciona por la siguiente formula

PY'AP =B o equivalentemente A= PBP™!.

Realizar la operacién P~ AP sobre A se denomina realizar una transforma-
cién de semejanza.

Teorema 6.18. Si las matrices A y B son semejantes entonces tienen el mismo poli-
nomio caracteristico. Tienen, por tanto, los mismos autovalores y correspondientes
multiplicidades.

Demostracion. Sabemos que B= P~ AP. Por ello
B-AM=B=P'AP-AP'P =P (AP - AP) =P }(A- AI)P.
Por tanto, el polinomio caracteristico de B
det(B— AI) = det[P~}(A— AI)P] = det(P!)det(A — AI)det(P) = det(A — AI)

es el mismo que el de A. Obsérvese que hemos utilizado que det(P~!) = 1/det(P)".
O

Es importante observar que la equivalencia por filas no es lo mismo que la
semejanza. La equivalencia por filas se escribe matricialmente como B = EA,
para cierta matriz invertible E; la semejanza como B = P"L AP para cierta matriz
invertible P.

6.3. Diagonalizacién

Una clase muy especial de matrices cuadradas son las matrices diagonales,
aquellas cuyos elementos son todos nulos, excepto en la diagonal principal:

d 0 - 0
p=|? =Y
0 0 - d,

Su accién sobre los vectores es muy simple.

*porque 1 = det] = det(P~'P) = det(P~!)det(P)
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Ejemplo 6.19. Sea D = [g gl Entonces

of2]-[5 3 HS B!

2
Podemos pues deducir que D? = lg (3)] lo gl = [50 ;;l y en general

¢ [5 o [5% 0
D" = = k
0 3 0 3
que es la forma para la k-ésima potencia de D, y se extiende natural-
mente a cualquier matriz diagonal.

La potencia de una matriz es muy util en muchas aplicaciones, como veremos
mas adelante. De hecho, nos gustaria calcular la potencia k-ésima de cualquier
matriz. Esto se calcula muy facilmente si conseguimos diagonalizar A, es decir,
encontrar una matriz diagonal D semejante a A: A = PDP~!. La razén es muy
sencilla, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.20. Sea A = l_i f

S R N N |

Con esta informacién, encontremos una férmula para la potencia
k-ésima AX de A. El cuadrado A2 es

l. Se puede comprobar que A = PDP~! con

A%?=(pDPYyPDPYY=PD P 'PDP ! =PDDP! = PD?P!

~—
1 1][2-52 52
-1 -2|| =32 -32

I
o152 ol 2 1
-1 =2{|lo 3?||-1 -1
2-52-32 5% -32
-2.524+2.32 _5242.32|

Es facil deducir que

AF = ppp-ippp-! Fyecesentotal ppp-l _ ppkp-1

por tanto

k]| 1 tl[sk o[ 2 1| [ 2-5-3* 5k — 3k
“[-1 =2|lo 3K||-1 -1| |-2.5%k+2.3k 5k 0.3k
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Una matriz es diagonalizable si se puede diagonalizar, es decir, si existe una
matriz diagonal D semejante a A, con lo que A = PDP~!,

La potencia k-ésima de una matriz A que se puede diagonalizar A = PDP~!
es Ak =pDkp~!.

Teorema 6.21. Una matriz A de nx n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores
propios linealmente independientes.

Se tiene que A = PDPY, con D diagonal, si y solo si las columnas de P son vectores
propios linealmente independientes de A, y los elementos diagonales de D son los
valores propios de A ( en el mismo orden que los valores propios en D ):

A
A
A=P 2 . P, P:[vl‘vz‘---‘vn], Av; = A;v;.
An
Demostracion.
AP:A[Vl ‘vz ‘ ‘ vn]:[Avl ‘sz ‘ ‘ Avn]
Ay
As
=[A1V1\Asz\---ann]= . D =PD

AP=PD = A=pPDP!

porque P es invertible al ser cuadrada y sus columnas ser independientes.

Viceversa, si A = PDP~! entonces AP = PD y si v; es la columna i de P,
entonces esta igualdad matricial implica que Av; = A;v;, es decir, las columnas
de P son autovectores. Al ser P invertible, son linealmente independientes. [J

Si una matriz no tiene n vectores propios linealmente independientes, no se
puede diagonalizar.

Ejemplo 6.22. Diagonalicemos

A=

1 3 3
-3 -5 -3

3 3 1
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Paso 1. Encontrar los valores propios de A. La ecuacién caracteristi-
caes

det(A—AI)=-A3-3A2+4=—(A-1)(A+2)?
luego hay dos autovalores, A =1y A = -2 (con multiplicidad 2).

Paso 2. Encontrar los vectores propios de A. Resolviendo los siste-
mas (A— AI)x = 0y dando la solucién en forma vectorial paramétrica,
se obtienen bases de los espacios propios:

(A-D)x=0 = v,=|-1

-1 -1
(A+2I)x=0 = v,= 1,v3—{0]
1

Nota: si no hay tres autovectores independientes, la matriz no se
puede diagonalizar.

Paso 3. Construir la matriz P. Las columnas de P son los autovecto-

res:
1 -1 -1
P:[vl\v2\v3]: -1 1 0
1 0 1

Paso 4. Construir la matriz D. Se colocan en la diagonal de D los
autovalores, en el orden correspondiente a como estan colocados los
autovectores en P (v; es el autovector con A; =1,y v, y v3 correspon-

dena A, =-2:
1 0 O
D=]0 -2 0
0 0 -2

Se puede comprobar la semejanza chequeando que AP = PD (para
no calcular P1)

Ejercicio 6.23. ; Bs AP = PD totalmente equivalente a A = PDP~! ?

2 4 3
-4 -6 -3|7?

3 3 1

Ejercicio 6.24. ; Es posible diagonalizar A =

Teorema 6.25. El que A de n x n tenga n valores propios diferentes es suficiente para
asegurar que es diagonalizable.
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5 -8 1
Ejemplo 6.26. ; Es diagonalizable A=({0 0 7|?
0 0 -2

Teorema 6.27. Sea A de nx n cuyos valores propios distintos son Ay,...,A,.

1. La dimension del espacio propio correspondiente a A, con 1 <k < p, es menor
o igual a la multiplicidad de Ay,

2. La matriz A es diagonalizable si y solo si la suma de las dimensiones de los
espacios propios es igual a n. Equivalentemente, si la dimension del espacio
propio correspondiente a Ay es igual a la multiplicidad de .

3. Si A es diagonalizable, 9By, es una base del espacio propio correspondiente a Ay,
conk=1,...,p, entonces la uniéon de todos los vectores de B,. . .,%’p es una
base de vectores (propios) de R".

Demostracion. ]

Ejemplo 6.28. Diagonalicese, si es posible

A=

= O Ul
S W O O
w o O O

0

5

4 —
-2
Ejemplo 6.29. Diagonalicese, si es posible

010
0 0O

0 0O

A=

6.4. Vectores propiosy transformaciones lineales

6.4.1. Cambio de base y transformaciones lineales

El teorema 4.18 nos asegura que cualquier aplicacién lineal T de R" a R se
puede implementar como una aplicacién matricial

T(x) = Ax (6.2)

donde A es la matriz canénica de T. Esta es una matriz m x n que por columnas
se escribia con la accion de la transformacoén sobre los vectores de la base A =
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[ T(e;) ‘ ‘ T(e,) ] Fijémonos primero en el caso particular n = m, con lo que T
es una transformacion lineal de R"” y A es cuadrada. Vamos a denotar
A=[Tlg=[T(e)| | T(e,)]

indicando que [T]g es la matriz de la aplicaciéon T que actita sobre vectores
en coordenadas candnicas, y retorna valores como vectores también en la base
canodnica ( més adelante escribiremos también [T|g = [T ]g_g ) La férmula (6.2)
se reescribe como

[Tx]g = Alxlg = [Tlg[xlg (6.3)
Queremos comprender cémo serfa la accién de la aplicaciéon sobre vectores
coordenados en otra base & = {by,...,b,} de R". Recordemos que la matriz del
cambio de coordenadas de % a & es aquella cuyas columnas son los vectores
de & escritos en la base canénica:

P%’:P%e%’:[bl | by |- | bn]
y la ecuacién x = ;b + ¢;by +--- + ¢, b, se escribe en forma matricial

[x]g = Pglx]lg  [x|lg =(c1,co...,cp)

( P “pasa” coordenades en % a coordenadas en & ) Quisiéramos encontrar
una matriz B = [T]|g que actuara como T, pero aceptando vectores [x]g en
coordenadas de A y retornara el vector resultante en la base % también:

[Tx] = B[x]g = [T]z[x]g (6.4)

Con el uso de la matriz de cambio de base Py = Pz, ¢ podemos deducir cémo
es esta matriz. Podemos multiplicar Pg[x]g = [x]g para pasarlo a coordenadas
canodnicas, y actuar sobre este vector con A, para obtener el vector [T (x)]g:

[xlzg — [xlg=Plx]g
— [T(x)]g =A[x]g =AP[x]g

Finalmente, para obtener el vector resultante [Tx]g% hay que cambiar de ba-
se [Tx]g con la matriz inversa del cambio de base P g = P!

— [T(x)]g =Py g[T(x)]g =P 'AP[x]g

Escribiendo todo junto

[Tx]z = Py g [TlgPe—a [x|z

(x]p=Pg_%(x|z

[Tx]e=[T]z[x]z

[Tx]g=Pgz[Txlg
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Hemos deducido que
[Tx] =P AP [x]%

La férmula (6.4) era [Tx]g = B[x]g con lo que la matriz que buscdbamos es B =
[T]g = P~ AP. Resumimos con el siguiente resultado.

Proposicion 6.30. Sea T : R"” — R" una aplicacion lineal, y sea [T |g = A su matriz
estandar, con A de n x n. El cambio de base de una matriz cuadrada A = [T |g es una

semejanza
[T]g =P '[T]gP  siendo P=Ps_g =Pg (6.5)

La matriz [T)g = [T]|g_qg se denomina B-matrizde T.

Hay un modo directo de calcular la -matriz de T. Como x = ¢;b; +---+¢,b
entonces

T(X) = T(C1b1 Foeee Cnbn) =0 T(bl) Foeee 4t CnT(bn)
es el vector resultante. Si lo queremos en coordenadas de % tenemos que utilizar
la aplicacién coordenadas

[Tx]g = [c1T(by) +---+¢,T(by)]g = c1[T(b1)]g + -+ c,[T(by)]

y escribiendo esto en forma matricial c
1

(Txlg =[[T(b1]g | [T(ba)lg |- | [Tz ]| | = [TIalxls

Cn

Las columnas de Pg forman una base de R”, y el teorema de la matriz inverti-
ble (teorema 2.27 e. 6 h.) implica que Pg es invertible. Podemos decir entonces
que PJ;;, que actua como

[x]g = Py [x]g
es la matriz del cambio de coordenadas de la base candnica a la base %.

Pero, s y si T es una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales 7"y #
arbitrarios ? Si los espacios vectoriales son de dimensién finita, podemos utilizar
las coordenadas, tal como hicimos para identificar vectores con vectores de R”,
para identificar la aplicacién con una aplicacién matricial de R” a R™.

La matriz de una aplicacién lineal. Sea T : 7 — % una aplicacién lineal
cuyo dominio es un espacio vectorial 7” de dimensién n y cuyo codomino es un
espacio vectorial 7 de dimensién m. Utilizando una base % de 7" y una base €
de 7', podemos asociar a T una aplicacién matricial entre R"” y R".
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Efectivamente, dado x € 7 tenemos que podemos escribir cualquier x € 7 en
coordenadas [x]g respecto a la base & y T (x) en coordenadas [T (x)]¢ respecto
ala base €. Sea % = {by,...,b,}, y sean las coordenadas de x

4]

[x]g =

es decir x =r{b; +---+r,b,. Entonces, como T es lineal
y= T(X) = T(rlbl + -0+ rnbn) = T'lT(bl) + -0+ rnT(bn).

Escribiendo este vector en coordenadas respecto a 6 tenemos que

[yle =[Tx)lg =n[T(by)lg +---+1,[T(by)le "
r
=[ [Tz | [Tkl || [ThLI]]| |
Tn
La matriz [T]g g = [ [T(by)le | [T(ba)le |-+ | [T(b,)]e] ] se denomina matriz

de T respecto a las bases % y €, porque

lyle = [Tz —slx]s-

Ejemplo 6.31.51 7 =R"y W =R", & es la base canénica de R" y € la
base canénica de R", entonces [T]# . g es la matriz canénica de T :
R"” — R™, la matriz del teorema 4.18.

Ejemplo 6.32. Sea %8 = {b;,b,} unabase de 7',y € = {c1, ¢y, c3} una base
de Z'. Se define una transformacién lineal T : 77 — # mediante las
férmulas

T(bl) = 3C1 —3 2C2 + 5C3 y T(bz) = 4C1 + 7C2 —C3.

Encuéntrese la matriz de T respecto a las base By €.

Nos han dado los vectores T(by) y T(b,) directamente en términos
de la base ¢
4
71.
-1

3

2] y [T(by)le =
5

[T(by)le =
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Esos datos son justamente los que son necesarios para construir la
matriz pedida:
3 4
-2 7

5 -1

[T(x)lz =[Tlg—glxlg con [Tlgcg=

Hay que destacar, como es facil de deducir del ejemplo anterior y de la definicién
de matriz asociada, que para determinar totalmente una aplicacién lineal T :

7" — W basta dar su valor (en una base cualquiera ¢ de 7’) sobre los vectores
de una base % de 7.

Ejemplo 6.33. Si 7' =% y la aplicacién es la identidad T(x) = Id(x) =
Ix =x, la matriz

Udlgea=[[Ibile || [Tbule] | =[[brle | - | [bale] ]

es la matriz del cambio de base del teorema 3.61.

Matriz de una transformacion lineal de 7. El caso particular % = 7 de
transformaciones lineales, es decir, aplicaciones lineales T : 7" — 7" que actian
sobre un espacio 7, es muy comun. Lo normal es utilizar la misma base 8 de 7
para describir las imdgenes y las antiimédgenes, es decir, usar [T ]| . g, matriz que
se denota por [T]g y se denomina %-matriz de T. Con ello, siy = T(x):

lylg =[T(x)]|z =[T]zlx]lz  paratodoxe? .
También se dice que [T]g es la matriz de T en la base Z.

Ejemplo 6.34. En el ejemplo 3.43 dotamos de coordenadas al espacio Pj
de polinomios de hasta tercer grado, utilizando la base canénica & =
{1,t, t2, t3}. Con ello vimos que es isomorfo a R*: para un polinomio
de P3

a0

ax

aj '

as

p(t) = a0+a1t+a2t2+a3t3 < [plg=

La aplicacién D : P3 — P53, derivada respecto de ¢t se define por
p(t) = ag+at + axt> + ast> — D(p(t)) = p'(t) = ay + 2a,t + 3a5t>

y sabemos, por lo que conocemos de las propiedades de la derivada,
que es lineal. Existird, por tanto, una matriz que la implementa como
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aplicacién matricial de R* — R*. Esa matriz se calcula poniendo
como columnas los vectores transformados de la base candnica, en
coordenadas de la base canonica:

0 1

D(1)=0e [Dg = o], D=1 [DM]s=|,|,

0 0
0 0
D()=2t & [D(P)g =|;|, D(Y)=38 < [D(F)]g = |3
0 0

Por tanto

01 0 0
[Dls = [[DW)s | DWs | [DEA)]s | D) = |0 o ¢
00 0O

Es facil comprobar que

ap 01 00 ap a1
ap| [0 0 2 Offay|_[2a;
[D]%az‘oo 0 3||ay| " |3a3
as 0 0 0 O as 0

que equivale a

d
E(ﬂo +a1t+a2t2 +a3t3) =a1+ 2ﬂ2t+ 3ﬂ3t2

Transformaciones lineales de R”. Cuando en un espacio vectorial 7 dispone-
mos de una base % = {by,...,b,}, tenemos una manera de describir sus vectores
como vectores coordenados, creando un isomorfismo entre 7” y R”, y tenemos
una manera de describir sus transformaciones lineales como transformaciones
matriciales de R”, usando la %-matriz. Cuando desiponemos de més de una
base, tenemos varias maneras de escribir vectores coordenados, y tenemos varias
maneras de describir aplicaciones con matrices.

Por ejemplo, consideremos R”, con la base canénica &, y una matriz diagona-
lizable A de n x n, con cuyos autovectores podemos construir una base % de R".
Hay dos bases, conocemos la &-matriz de la aplicacién lineal x — Ax (la pro-
pia A), pero esa aplicacién tendrd también una 9B-matriz. Es decir, la aplicacién
tiene matriz A en la base canodnica, y otra matriz diferente en la base %.
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Teorema 6.35. Supongamos que A es semejante a una matriz diagonal D de n x n, es
decir, A= PDP~!. El teorema 6.21 afirma que las columnas de P forman una base 5B
(de autovectores de A) de R". Entonces, D es la 98-matriz de x —> Ax en esta base:

[Tlg=A [Tlg=D
Demostracion. Si 9B ={by,...,b,} es base de autovectores de A, entonces Ab; =

A;b;,i=1,...,n (puede haber \;’s repetidos, si alguno tiene multiplicidad mayor
que 1). La matriz de T(x) = Ax en esa base es

[Tl =[[T(b1)lgg | -+ | [T(bu)lg | =[[Abilg | - | [Ab,] g |
=[[Mibilg |- | [Aubule |=[ Ai[bilg | -+ | Aulbula |
Ay 0 - 0
i 0 Ay -+ 0
:_Alel""‘/\nen]: ) . . |=D
0 0 - A,
O
Es interesante observar que la matriz P = [bl ‘ ‘ b, ] es la matriz del cambio
de base Pz, g, como veremos en el siguietnte pérrafo.
7 2

Ejemplo 6.36. 51 A = y T(x) = Ax, encuéntrese una base de R?

-4 1
en la que la matriz de T sea diagonal.

Solucién: la base serd la base de autovectores utilizada al diagonalizar
la matriz. Ya vimos en el ejemplo 6.20 que A = PDP~! con P teniendo

como columnas b; = _”, b, = l_;l Entonces el teorema 6.35 afirma

que & = {by,b,} es una base en la que la aplicacién T tiene como

matriz

[Tlg=D= lg (3)] (ver ejemplo 6.20)

Semejanzay cambio de coordenadas de transformaciones. En el teorema 6.35
hemos visto que si una matriz A es semejante a otra D, con A = PDP~!, enton-
ces D es la matriz [T]4 de T(x) = Ax en la base & dada por las columnas de P.
Como A es la matriz [T]g de T en la base candnica, y P = Py ¢ es la matriz de
cambio de coordenadas de % a &, entonces

A=PDP"" & |[Tlg=Pe gl[TlgPg x
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ya que P~! = Py _ . Este hecho es general.

Teorema 6.37 (Cambio de base de una aplicacién matricial). Sean %B y € dos
bases de R", y sea T : R" — R" una aplicacion lineal cuya matriz en sendas bases
es [T]g v [T ¢ respectivamente. Entonces [T |¢ = Pg ¢ [T |5 Pg ¢, es decir

[Tlg = P[T]gP™! o  [Tlg=P'[TlgxP

siendo P = [ [by ]z

o | [byle ] la matriz de cambio de base Py _ .

Demostracion. Demostracion ]

4 -8/
matriz de x — Ax (la matriz A en la base %).

Ejemplo 6.38. Sean A = l4 _9l b, = Bl y b, = [ﬂ Encuéntrese la -

Solucién: La matriz de cambio de base P, ¢ es P = g i , ¥y su

-1

inversa es P! = Pg g = 5 _gl, por lo que

[Tl% = PgglT|gPsa
_ -1 2l[4 -9[3 2] [-2 1
:PlAP:l 2 —3”4 —8“2 1]:[ 0 —2]'

Hay que observar una cosa para capitulos posteriores: el primer vec-
3 . . .
tor by = [2] es un autovector de A, con valor propio —2. El polinomio

caracteristico de A es (A + 2)?, luego sélo tiene un autovalor —2. Si
calculamos sus autovectores, descubriremos que son cby, los multi-
plos de by, y s6lo hay uno linealmente independiente. Por tanto, A no
es diagonalizable. La matriz [T]g es lo mejor que podemos encon-
trar semejante a A: no es diagonal, pero al menos es triangular. Se
denomina forma de Jordan de A.

6.5. Valores propios complejos

Ejemplo 6.39. La matriz A = [(1) 0

l es un giro de +7t/4. Su ecuacién

caracteristica es
A2+1=0
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por lo cual no existe ningun valor propio real de A. Sin embargo,
permitiendo introducir nimeros complejos, podriamos decir que sus
autovalores son A = +j. ; Y con qué vectores propios ? Calculemos.

A=j = (A—jI)x:[_lj __11.1:0 = vlzm
A=-j = (A+jI)x:l1j _1].1:0 = vzzl_{l.

Para que todo tenga sentido, tenemos que considerar que el conjunto
de escalares es C en lugar de R, y que el espacio vectorial de vectores
columna es C? en vez de R?, ademés de que las matrices puedan estar
compuestas por elementos complejos. Con esta ampliacion, tiene
sentido la diagonalizacién compleja

0—1_j—jjo'l 1 j
10| |1 1]{0 —|2j[-1 j
(7 -8

Ejemplo 6.40. Diagonalizar la matriz A = 5 5

l. La ecuacién carac-

teristica y los autovalores son
A2-20+45=0=(A-1)2+4> = A=1+2j,1-2j

Obsérvese que los autovalores son complejos conjugados entre si. Esto
siempre sucede si la matriz es de 2 x 2 y real. Los autovectores se
calculan también los dos a la vez, porque se puede demostrar que
también son complejos conjugados si A es real:

Ny |6-2j -8 | 4 | 4
PRSI (R ) IR ) I
Por todo

L e

La forma diagonal compleja no tiene mucho interés si trabajamos con matrices
reales. Hay una forma de matriz real que no es diagonal, pero que serd muy util
mas adelante, que es la que adopta la matriz C del siguiente teorema.

4 4
3—-j 3+j

1+2 0
0 1-2j

lP‘l, con P = l
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Teorema 6.41. Sea A una matriz real de 2 x 2 con valor propios complejo A = a—bj (
b #0), y vector propio asociado v € C2. Entonces

A=PCP™', donde P:[Rev\lmv] Y C:[Z _Zl

Ejemplo 6.42. Obsérvese que en el caso de la matriz del ejemplo 6.39, la

matriz A = (1) _(1)], y los autovectores asociados dan lugara P =1, la

identidad. La interpretacion geométrica de la transformacién en R?
associada a A es la de una rotacién de 90 grados en sentido positivo,
siendo evidente que esta aplicacién no tiene autovectors. ; Como
son las otras transformaciones C de R? que no tienen autovectores

? Tomemos el ejemplo 6.40, de matriz A = lg :g] los autovalores

son 1 —-2jy1+2j,yel autovector correspondiente a 1 —2j era [;i]l

4 0 1 -2 . .,
luego P = [3 1], C= lz 1] y la factorizacién es

I 7 -8] _[4 o][t —2],[ 1 0
A=PCP™ = [5 —5]‘[3 1|2 1|%|-3 4

La interpretaciéon geométrica de la transformacioén asociada a A =

[61 _Zl es un giro de dngulo arctan b/a y ademds una dilatacion de

b
magnitud Va? + b? (ver la formula (5.2))

6.6. Respuestas a los ejercicios

6.10 Utilicense los teoremas 6.9 y 3.47.

6.23 Sblo si P es invertible.
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6.7. Resumen

Definicién. Un wvector propio (o
autovector) de una matriz A de n x n
es un vector x € R", distinto de 0, tal que
para cierto escalar A € R

Ax = Ax.

CAPITULO 6. VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

Un escalar A tal, se denomina valor pro-
pio (o autovalor) de A, es decir, A es valor
propio de A si existe una solucion no tri-
vial de Ax = Ax, y a x se lo denomina vec-
tor propio asociado al valor propio A.

Teorema (Teorema de la matriz inver-
tible 6 B). Sea A una matriz n x n
(cuadrada). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.
a. A es invertible.
b. Aesequivalente por filas a la matriz
identidad I,,.
c. A tiene n posiciones pivote (es decir,
n pivotes no nulos).
d. La ecuacion homogénea Ax = 0 ad-
mite solo la solucion trivial.
e. Las columnas de A forman un con-
junto linealmente independiente.
f. La transformacion lineal x — Ax es
biyectiva.
g. La ecuacion Ax = b tiene al menos
una solucion para todo b € R".

h. Las columnas de A generan R".

i. La transformacion lineal x — Ax es
sobreyectiva.

j. Existe una matriz C n x n tal
que CA=1.

k. Existe una matriz D n x n tal
que AD =1.

L. AT es invertible.

Las columnas de A forman una base

para R".

. ColA =R"

. dimCol A =n.

rangoA = n.

. Nul A = {0}.

. dimNulA = 0.

s. El 0 no es un valor propio de A.

t. detA=0.

=N T o =




