Introduccidn a las ecuaciones diferenciales
lineales

Rafael José Hernandez Heredero

3 de diciembre de 2012

1. Ecuacidn lineal de segundo orden

Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden es una expresién de la
forma

x"(t)+ p(t)x’(t) + q(t) = f(t) (1)

que relaciona una funcién incégnita x(¢), con su primera y segunda derivadas
x’(t), x”(t) involucrando ciertas funciones coeficientes p(t), q(t) y f(t). La fun-
cién x(t) se denomina a veces variable dependiente, mientras que la variable f es
la variable independiente. Una solucion de la ecuacién diferencial es una fun-
cién x(t) derivable dos veces que hace que la ecuacidn se satisfaga idénticamente
para todo t.

Se estudia primero el caso con f(t) = 0, denominado caso homogéneo:

X" +p(t)x'(t)+q(t) =0 (2)

El problema se vuelve mas algebraico si pasamos esta ecuacién de segundo
orden a una de primero con una transformacién un tanto peculiar, que requiere
escribir una ecuacién diferencial sobre un vector de funciones x(t), en vez de
sobre una funcién escalar x(t). Ese vector de funciones ( o funcién vectorial )
es x(t) = (x(t),x’(t)) y el valor de x":
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donde hemos definido la derivada de x(t) como el vector de las derivadas de las
componentes. Es decir

—-p(t) —q(t)

X" +pt)X(H)+q(t)=0 o x’:A(t)x‘ conx = l;c,]yA(t):l 0 1]

Esto nos indica que serd de interés el estudio de un objeto mds general, un siste-
ma de ecuaciones diferenciales de primer orden

x1 = ay(£)xg +app(t)x;
x5 = ayy (t)xy + apy(t)xy

o mds general atin un sistema de n x n:

siendo x = (x{(t),...,x,(t)) un vector de funciones incégnitas y A(t) una matriz
de n x n coeficientes, que son funciones a;;(t) de t. Este objeto incluye como caso
particular el caso de la ecuacioén escalar homogénea (2).

2. Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales

Estudiamos entonces sistemas de ecuaciones diferenciales con n funciones
incégnitas x(t), ..., x,(t), denominadas variables dependientes. Son funciones
que varian de forma continua ( y derivable ) respecto a un parametro ¢, denomi-
nado variable independiente. El sistema se escribe

& x' = A(t)x (3)
Xp = anl(t)xl t-et ann(t)xn
donde
x;(t) x1(t) ap(t) -+ ap,(t)
x=x(t)=| : |, xX=xX(t)=| + |, Al)=| : :
xn(t) x;l(t) anl(t) ann(t)

Esta ecuacidn vectorial es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. En fisica
y teoria de sistemas, se interpreta como un sistema dinamico, en el cual la
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variable independiente es un tiempo t, y las magnitudes x;(t) son variables de
estado que evolucionan segun la ecuacién dada. Una solucién de (3) es un vector
de funciones x(t) = (xy(f),...,x,(t)) derivables que satisface la ecuacién para un
intervalo dado de t. Es muy importante el siguiente resultado sobre el conjunto
de soluciones de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales.

Teorema 1 (Principio de superposicidn). Si x(t) e y(t) son soluciones de (3)), enton-

ces cualquier combinacion lineal cx(t) + dy(t) es también solucion.

Demostracion. El que x y y sean soluciones equivale a que x’ = Ax y y’ = Ay.
Calculando la derivada

(cx+dy) = cx'+dy’ = cAx + dAy = A(cx + dy)
luego cx + dy es también solucion. O

Este resultado demuestra que el espacio de soluciones de es un espa-
cio vectorial, un subespacio del espacio vectorial de las funciones derivables
vectoriales x(t) sobre el intervalo de t que estemos considerando.

Solucion general. En los libros sobre ecuaciones diferenciales [?] se demuestra
que si los elementos de A(t) son continuos, existe lo que se denomina un conjunto
fundamental de soluciones de (3)): hay n soluciones x;(t) linealmente indepen-
dientes tales que cada solucién del sistema (3)) es combinacién lineal de esas n
soluciones. Es decir, un conjunto fundamental de soluciones es una base del
espacio total de soluciones, que resulta ser un espacio vectorial de dimensién ,
y la solucién general del sistema es la combinacién lineal genérica

x(t) = c1x1 () + %o (f) + -+ + €%, (2) (4)

conc;eR(6C)i=1,...,n.

Ejemplo 1. El ejemplo fundamental de la teoria de ecuaciones diferen-
ciales lineales es el sistema de 1 x 1 de coeficiente constante a € R, es
decir, la ecuacién diferencial

x' =ax, aeR

Se trata de la ecuacién que modeliza multiples sistemas; por ejemplo:

* la desintegracién de una sustancia radiactiva, ya que la cantidad
que se desintegra es proporcional a la cantidad de sustancia.

* La capitalizacién o amortizacién a interés compuesto continuo.



2 SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES

* Los procesos de enfriamiento o calentamiento.
* Las descargas o cargas (simples) de condensadores y baterias.

Y, en general, cualquier fendmeno cuya variacién instantdnea sea
proporcional ( negativa o positivamente ) a su propia magnitud. La
dataciéon por Carbono 14 o la averiguacién del tiempo de falleci-
miento de un cadaver, son aplicaciones més o menos directas de este
modelo.

Proposicion 1. Las finicas soluciones posibles de la ecuacion

x' =ax (5)
son de la forma
x(t) = c exp(at), (6)

La letra ¢ denota una constante arbitraria.

Demostracion. Sea x = x(t) una solucién cualquiera de (5). Segun
nuestra definiciéon de solucién la funcién x(¢) ha de ser derivable, y
ha de satisfacer que x’(t) = ax(t). Entonces la funcién x(t)e™* es deri-
vable, ya que es producto de dos funciones derivables. y calculando
su derivada obtenemos que:

d

dt
es nula. Como se demuestra en calculo infinitesimal, las tinicas fun-
ciones derivables cuya derivada es nula son las constantes. Por ello

(x(t)e_“t) =x'(t)e™ —ax(t)e ™ = ax(t)e ™ —ax(t)e ™ =0,

x(tle ™™ =c = x(t)=ce".

]

Segun el resultado anerior, la solucion general (4) de la ecuacién (5))
es x(t) = cexp(at), siendo x;(t) = exp(at) una tnica solucién funda-
mental y siendo el espacio de soluciones un espacio vectorial unidi-
mensional, el formado por todos los multiplos cx;(¢).

En un problema concreto se considera el problema de valores iniciales,
es decir, un proceso que se modela con la ecuacién diferencial (5) y
del que ademas se conoce su estado x(ty) = xy en un momento t = t.
Matematicamente, el problema de valores iniciales en este caso es la
unién de la ecuacién diferencial y el valor inicial

x’ = ax, x(ty) = xo.
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La solucién del problema de valores iniciales se encuentra imponien-
do la condicién inicial a la solucién general:

xX(tg))=xg & cexplaty)=x9 — c=xqexp(-aty)) =
x(t) = xgexp(—aty) exp(at) = xgexpla(t — to)]

Usualmente se considera el origen de tiempos en t;, = 0, con lo que en
este caso quedaria x(t) = xgexp(at). A T = 1/|a| se la denomina cons-
tante de tiempo o caracteristica del fenémeno exponencial descrito, ya
que si en cierto momento t( la funcién vale x(t,), en t = t;+ 7 su valor
es x(tg+T) = ex(ty) (sia>0)o x(ty + ) = x(tg)/e (si a < 0). Efectiva-
mente, x(tg + 7) = cexp(a(ty + 7)) = cexp(aty)exp(at) = x(ty) exp(a/|al).

Ejercicio 1. La cantidad x(¢) de un elemento radiactivo en un material obedece
una ecuacion diferencial (5)) con a < 0 y por tanto obedece una ley exponencial (6).
Se suele considerar el tiempo 7, de semivida del elemento radiactivo que es el
tiempo en el que su cantidad disminuye a la mitad de la inicial. Si 7 es la
constante de tiempo del proceso de desintegracién de un elemento ; cudl es su
tiempo de semivida ?

Ejemplo 2. El ejemplo mas sencillo de sistema con varias variables
dependientes lo constituyen los sistemas diagonales. Sea

x(Of_ |2 Offxi(t) )
x(t) 0 =3|[xy(t)
El sistema en realidad consta de dos ecuaciones desacopladas

v1(t) = 2x(¢)

y3() = 331 a

que se pueden resolver por separado, con x;(t) = c;e?" y x,(t) = c,e™3!.
La solucién general es

xi(t)| _ere® | 1] 2 0] -3t

[xz(f)l = lcze‘3t =cigle” tea|y e (9)

y l(l)l e’ly l(l)] e~ 3! forman un conjunto fundamental de soluciones.
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El problema de valores iniciales. La solucién general (4] del sistema (3| con-
tiene todas sus soluciones. El problema de valores iniciales nos plantea encontrar
aquella solucién concreta x(¢) que para un valor ¢, de la variable independiente
toma un valor dado x, es decir, x(ty) = x(. Esta solucién se calcula imponiendo a
la solucién general esta condicién:

_ -1
xg = X(tg) = c1x1(fg) + c2xa(tg) + -+ + ¢, X, (tg) = X(tg)c = = X(ty) xo
= x(t) = X(t)c = X (1) X (to) " xq
donde X(t) es una matriz cuyas columnas son el conjunto fundamental de solu-
ciones de la solucién general. Es decir, se obtiene un sistema de ecuaciones sobre

los coeficientes cy,...,c, de la ecuacién general, que se resuelve para encontrar la
solucién al problema de valores iniciales.

Ejemplo 3. Si para el sistema (7)) se especifica la condicion inicial

entonces, introduciendo esta condicion en la evolucion @ del sistema

se tiene que
1 { _ 1 2.0 0 -3.0 _ (o]
l_ll—x(O)—cl lole +c7_llle =1c,

Se deduce que ¢; =1y ¢; = -1 dan la solucién del problema de

valores iniciales
xi(O _|1] 2e |0] s _| €*
B e

La solucion general (9) nos sugiere que puede ser que los sistemas x” = Ax
( con A constante ) admitan soluciones especiales de la forma x(t) = ve’* donde v
es cierto vector constante y A cierto escalar. Si introducimos este candidato a
solucién en la ecuacién, vemos que

x'(t) = Ave vy Ax(t) = AveM

Se cumple x” = Ax siy s6lo si Aver = Ave = Av = Av, es decir, v es un vector
propio de Ay A es el valor propio asociado. Estas soluciones especiales son las
que pueden proporcionar la solucién general de un sistema diferencial ( véase la

proposicion [2))



2 SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES DIFERENCIALES 7

Teorema 2. Sea x’ = Ax un sistema con coeficientes constantes, ( A € My, es
constante ) Entonces, si v es un vector propio de A con valor propio asociado A, la

funcion vectorial

x(t) = vet

es una solucion del sistema.

Ejemplo 4. En un condensador, la ecuacion caracteristica es v(t) = g(t)/C.
Como i(t) = q'(t), tenemos que v’(t) = i(t)/C. En el circuito de la
figura |l denotando por vy, v, e iy, i, los voltajes y corrientes en los
condensadores, se tiene que v; = —(i; +ip)Ry y vp = =11 Ry —i5(R; + R»)

Ry

AN

s
S

i

R,

C,

Figura 1: Circuito.

por lo que i; = —(Ril + R%)vl + R%vz eip= Rszl _R%W y por tanto
ir(t) 1 1)1 1
o] et _[-&+%)E =m0
A1 G 1 —L_{lvy(t)
V2 C, Ry Gy Ry Gy

SiR; =1Q, R, =20Q,C; =1Fy C, =0,5F, con un voltaje en t = 0
de 5V en C; y de 4V en C,, entonces podemos averiguar cdmo
evolucionan vy (t) y v,(t) resolviendo problema de valores iniciales

siguiente
1 e
v5(t) 1 =1(|va(t)| v,(0) 4

La matriz A = [ % _}l tiene valores propios A; =-1/2, A, = -2 con

vectores propios correspondientes

SRR
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3.

Por tanto, la solucién general es

1| _ -1 _
x(t) = cyvieM! + covpet2t = ¢ lzle t/2+c2l 1]e 2t

y el problema de valores se resuelve sustituyendo ¢ = 0 e igualando

freofi-<f

Esta igualdad es un sistema de ecuaciones sobre c¢; y ¢, de solu-
ciéon ¢y =3y c; = -2, con lo que la solucién del problema de valores
iniciales es

_ 1 —t/2 -1 -2t 3e_t/2 + Ze_Zt

x(t)_3lzle 2[ lle = | ge-t/2 _ pe-2t
En el libro de Lay se puede ver como es la estructura del espacio
de fases ( el conjunto de todas las soluciones en el plano x;—x, del

sistema considerado ) Se observa que el origen es lo que se denomina
un atractor o sumidero, porque todas las trayectorias acaban en él.

€1 —C
2C1 +C)

Ecuaciones ordinarias de segundo orden de coefi-
cientes constantes

En este pdrrafo estudiamos un caso muy particular de sistema de dos ecuacio-

nes diferenciales con coeficientes constantes, aquella que surge, como se discu-
ti6 en la primera seccién, de considerar una ecuacién diferencial homogénea
de segundo grado:

v +a1y +agy =0 (10)

Esta ecuacién diferencial se puede escribir como un sistema, definiendo x(t) =
x(t) y xo(t) = x’(t), con lo cual

v =x,, - xi(t) _| 0 1 {]x1(2) '
y,, = —(11})’ —agy = —a1Xy —apXg Xz(t) —ap —a1 xZ(t)

NS =~

X
X

La ecuacidn caracteristica de la matriz es

-A 1
—-ag —a;—A

l:/\2+a1/\+a0:0 (11)
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con lo que los autovalores son

1 [ 1 [
/\1 = 5(—411 + 61% —4610), /\2 = 5(—&1 — a% —4&0)

Si a? — 4ag # 0 los autovalores son distintos, los sistemas de los espacios propios

son
-\ 1 3 -, 1 3
(—ﬂo —al—/\l)v_o' (—ﬂo —ﬂl—/\z)v_o
y hay dos autovectores
|1 |1
M DA ]

con lo que la solucién general puede escribirse

Ayt Ast
_ At Ayt vI|_ cie’" +cre
X=cjvie't +cpvye — = 12
1 2v2 |:y, cl/\le’\lt+cz)\ze’\2t ( )
Es decir y = c;e1! + c,e12!. El caso en que los autovalores son iguales es algo mas

complicado, ya que la matriz puede no ser diagonalizable.

Ecuacion de orden 2. Hemos de comentar que en la préactica una ecuaciéon
diferencial lineal de coeficientes constantes se resuelve de un modo mas directo.
Se supone una solucién de prueba y(t) = e, que se sustituye en la ecuacién. Por

ejemplo, para se obtiene
A2eMygdeM +aget = (VP +ad+ag)e’ =0 = A+a;dl+a;=0

que es directamente la ecuacién caracteristica. Si tiene dos raices A y A, dis-
tintas, ya sabemos que la ecuacién (10) tiene dos soluciones linealmente inde-
pendientes p;(t) = eM1! e y,(t) = e*2! que se pueden usar para formar la solucién

general

A Aot

y(t) =creM +cre

como habiamos obtenido en la férmula (12). La solucién al problema de valores
iniciales requiere conocer y(ty) e v’(¢y), que permiten calcular los valores de ¢;
y ¢; sustituyendo

/\21‘0 /\zto
’

y(tg) = cret’o +cre ' (to) = c1A1eM0 + ¢y d5e

El problema surge si la ecuacién caracteristica tiene un cero doble A = A;. Se
puede demostrar que en ese caso la solucién general es de la forma

p(t) = cret 4 ¢y telo! (13)
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Ejercicio 2. Demostrad la afirmacién anterior, es decir, que ([13) es la soluciéon
general de la ecuacién diferencial

v’ =2A0y" + /\%y =0

La ecuacion no homogénea. Estudiemos el problema no homogéneo
y” +a1y’+agy = b(t).
Para ello, consideremos el sistema de ecuaciones no homogéneo
x = A(t)x +b(t) (14)

y veamos que la estructura del espacio de sus soluciones es muy parecida a la
del espacio de soluciones de la ecuacién homogénea correspondiente.

Teorema 3. Si x(t) v X(t) son soluciones cualesquiera de (14), entonces su diferen-

cia x(t) — X(t) es solucion del sistema homogéneo (3). Por ello, la solucion general
de se puede escribir de la forma

x(t) = c1xq(t) + coXp(t) + -+ + %, () + p(£)

siendo p(t) un soluciéon particular y c;x,(t) + -+ ¢,X,(t) la solucion general del
sistema homogéneo (3).

Demostracion. El que x y X sean soluciones equivale a que x" = Ax+b y X’ = AX+b.
Calculando la derivada

(x-%)=x"-%x'=Ax+b-AX-b =A(x—X)

luego x — X es solucién de la ecuacién homogénea. Tomando X = p se obtiene el
resultado enunciado. [

Para la ecuacién diferencial de segundo orden y” +a,y’ +ayy = b(t) el teorema
anterior afirma que la solucién es de la forma

p(t) = creM + et 4+ p(t)

si la ecuacion caracteristica tiene dos soluciones distintas A1 y A, y

A Aot

of 4 cote™ +p(t)

si tiene solo una raiz A, siendo p(t) una solucién particular del sistema.

y(t)=ce

Queda por tratar un asunto importante: dada una ecuacién con un término
no homogéneo b(t) ; como se calcula la solucién particular p(t) ? En la seccion 6]
trataremos el caso en el que la funcién b(t) es una funcién sinusoidal.



4 ESPACIO DE FASES 11

4. Espacio de fasesf]

Si en un sistema lineal plano ( con sélo dos variables de estado x; y x, ) los dos
autovalores son negativos, entonces el origen es un atractor, como en el caso del
ejemplo (4] Silos dos autovalores son positivos, se trata de un repulsor o fuente.
Si un autovalor es positivo y otro negativo, tenemos un punto silla, como en el
siguiente ejemplo.

4

Ejemplo 5. Sea el sistema plano x’ = Ax con A = [_2

_ﬂ y la condicién

inicial x(0) = La solucién al problema de valores iniciales se

2 6|
obtiene col los dos pasos del ejemplo anterior: 1) se encuentra la
solucién general y 2) se introduce en la solucién general la condiciéon
inicial, para especificar las constantes arbitrarias c¢; y ¢, que aparecen
en la solucién general.

- 1 . .
Comov; = [ gl yvy = [1l son vectores propios de A correspondientes

a los valores propios A1 = 6y A, = —1, la solucién general se puede
escribir como

x(t) = cyvieM! + cov et = ¢ [_gl eS¢, l”e_t

siendo las constantes c; y ¢, arbitrarias.

El problema de valores iniciales se resuelve sustituyendo x(0):

S B IR e e

que implica que ¢; = —3/70 ycy = 188/70, con lo que

-3 2l

La estructura del espacio de fases de un sistema lineal con un punto
silla es similar a la de este ejemplo, y estd ilustrada en la figura de la
pag. 357 del libro de Lay.

*Seccién optativa
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5. Desacoplo de un sistema dinamico

Si la matriz A de un sistema dindmico x” = Ax es diagonalizable, se puede
entonces desacoplar con un cambio de variables, es decir, definir unas nuevas
variables y dependientes de x tales que, en ellas, el sistema dindmico es diago-
nal: y’ = Dy. Si A= PDP~! es una diagonalizacién de A, definiendo

y= P!x
conseguimos el objetivo. En efecto
Y d -1 -1,/ -1 -1 -1
y :E(P x)=P 'x =P Ax=P  PDP 'x=Dy.

El sistema en la variable x tiene entonces la estructura

n(O] [ v1(t) y1(t) = A1 (1)

v5(t) Ar va(t) V5(t) = Aaya(t)
1= _ | e _

ot Aol g = e

de soluciones ;(t) = c;ei’ con ¢; constantes arbitrarias e i = 1,...,n. Para encon-

trar la forma de la solucién en la variable original x se deshace el cambio de
variable

Aat +--~+cnvne/\”t

At
x(t) = Py(t) = [Vl RZARRZ ]Y(t) =cvie’!l +cpvse
donde vy,...,v, y Ay,..., A, son los vectores y valores propios de A. Esta era la
solucién que encontrabamos en los ejemplos de la seccién anterior. Hay que
observar que, si nos plantean ademds un problema de valores iniciales x(0) = x,
las constantes c; se pueden determinar con

Resumamos todo en una proposicion.

Proposicion 2. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes

constantes

x = Ax
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siendo A de n x n diagonalizable. Entonces la solucion general se puede escribir como

Aot

x(t) = cyvieMt + covaett 4o v, et (15)

donde vy,...,v, v Ay,..., A, son los vectores y valores propios de A. Si ademas nos
dan un valor inicial x(0) = x, la soluciéon correspondiente es (15| con
1
= P_1X0

Cn

La férmula (15) se puede escribir de forma matricial como

At

cie € o]
cpelat ot ¢
X(t):[vl‘VZ""‘Vn] :[Vl‘VZ""‘Vn] :
¢ et et ||,
por tanto
oAt
oot
xX'=Ax = x=P . P 'xy = PeP P 1x, = eftix,
out
donde hemos definido
/\1 e/\lt
/\2 e"f’-t 1 1
eP! = exp = = I+Dt+§(Dt)2+§(DT)3+-~
A, elnt

Ejercicio 3. Mostrad que e = PeP'P~! si A= PDP~! es diagonalizable.

6. La ecuacion lineal de orden 2 a coeficientes cons-
tantes: el oscilador armoénico

La ecuacién
e Ry, L v
L LC L

corresponde a un circuito RLC en serie:
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i(t) (—> \/\fj\/\
v(t) C’\x) 3 L

|
I
C

Figura 2: Circuito RLC.

Solucién de la ecuacion homogénea. Utilizando los resultados de la seccién
o directamente, podemos calcular las raices caracteristicas

~ / _4L/C R [ _aL/C
A== 2L 2L R? 2L 2L R2 -

* Si R>2VL/C el circuito es predominantemente resistivo, y la solucién de
la ecuacién homogénea es exponencialmente decreciente ( fuertemente
amortiguada )

in(t) = cre” Mt 4 cpe 2!

siendo A = —%(1 +A), Ay = _2L (1-A)con A =/1 ‘Hééc < 1. Es intere-

sante observar que si R > 2VL/C el amortiguamiento mds lento tiene

exponente
12
To2L R2C/] RC

es decir, la constante de tiempo del circuito RC ( resultante de hacer L=0)

R
Ay = ——
27 )L

4L/C

1—4/1- R?

* El caso R = 2VL/C se denomina criticamente amortiguado, y corresponde a
una raiz caracteristica A = —% doble, con solucidon

R
lh(t) = (Cl + Czt)eﬁt.

e Si R < 2VL/C el circuito es reactivo, produciendose oscilaciones ( amor-
tiguadas ) Efectivamente, 1| = —%(1 +iA), Ay = —( zA) donde aho-

raA:,/%/zC ,

. R _: .
in(t) = e 2! (cye 't 4 ¢ el @)
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con

R, _R [4/C _\/1 RZ 1 R?

= —A=— . S .
“h=52 T2\ R2 LC 412 V[c 4L/C

Pero esta solucién es muy incomoda, porque es una respuesta compleja
a un problema que inicialmente era real. Teniendo en cuenta la férmula
de Euler el = cosO +isen0, podemos arguir que la combinacién lineal
arbitraria de exponenciales complejas e~ y ¢l se puede sustituir por
una combinacioén lineal arbitraria de cos wyt y sen wy,t:

in(t) = e RY2L(¢; cos wpt + ¢, sen wpt)
Si R =0, el circuito es totalmente reactivo, no hay amortiguamiento y se
producen oscilaciones de frecuencia “natural” wy =1/VLC:

in(t) = cq coswyt + ¢y sen wyt.

Todas las soluciones ij(t) de la ecuacién homogénea ( si R # 0 ) son exponen-
cialmente decrecientes en el tiempo, y representan un régimen transitorio, una
corriente que tiende a ser despreciable cuando el tiempo tiende a infinito.

Solucidn particular. Siintroducimos en el circuito una seial de entrada v(t) =
V cos wt, la ecuacidén (16) queda
R, 1
-]
1 +—1 '+ —i=—-—wsenwt 17
LC L (17)
y se establecerd, a medida que el tiempo tiende a infinito, un régimen estacionario,
una corriente que no decae a cero. Esta corriente estacionaria corresponde a la
solucién particular, y vamos a comprobar que es de la forma ( siempre que R =0
uw#wg)
ip(t) = acoswt + fsen wt. (18)

Introduciendo i,(f) como i en (17) tenemos que

[ aw2+R + ]cos t+[ w? R o+ P +V senwt =0
- —wp+ — %) - —a) _— %) wt =
L P LC b LC L
y por tanto, igualando a cero los coeficientes de cos wt y sen wt, obtenemos
VR VX

“rRixr PTrax

siendo X la reactancia del sistema, X = wL — -
%)
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Ejercicio 4. Demostrar la siguiente férmula:
acoswx + bsinwx = Acos(wx + 0) (19)

donde
a=AcosO A=Va?+b?

&
b=Asen0 Qzarctg%,

Es decir, en general, la suma de dos sinusoides de la misma frecuencia es otra
sinusoide de la misma frecuencia, con amplitud y fase dadas por las férmulas
anteriores.

Segun el ejercicio anterior, la solucién particular (18) se puede escribir co-
mo

ip(t) = acoswt + fsen wt = \Ja? + p% cos(wt - 0)

%4
= ————cos(wt—0) = = cos(wt —0)
VR? + X? z
X

siendo Z = VR?+ X2, 6 = arctgﬁ la impedancia Z y el desfasaje O respectiva-
mente. Existe una manera compacta de escribir la solucién particular usando la

impedancia compleja

1

Zc=R+iX = R+1(a)L——)
wC

de modo que si el voltaje complejo de entrada al circuito es vo(t) = Vel®?, la
corriente compleja ( s6lo la solucién particular ) es

Vc(t) B Velwt Velwt —if Vei(wt—a)

Zc R+iX VRixz Z
Las partes reales de las magnitudes complejas son las magnitudes fisicas estu-
diadas:

i(t) = Re(ic(1)

ic(t) =

V cos(wt —0) Vwcos(wt—@)

\/RZ L—— \/L2 )2 + R2w?

La figura [3]muestra la gréfica de la amplitud
Vw

\/L2 2+ R2w?

en la que se aprecia que este circuito tiene un papel sintonizador: la intensi-
dad es méaxima cuando la frecuencia de entrada es la frecuencia natural del

oscilador wy = 1/VLC.

= Iy(w)cos(wt —6).
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wo w

Figura 3: La amplitud de la intensidad Iy(w) en el circuito RLC.

7. Ecuaciones diferenciales a coeficientes constan-
tes de orden arbitrario

La solucién general del problema de valores iniciales

Y +a, "+ 4y +agy =0

[ 0 1 0 0o - 0
0 1 0o - 0
0 0 0 1 0
A= :
0 0 0 0 1
—4p —4; —d4z —4as —An-1
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cuya ecuacidn caracteristica

-1 1 0 0 0
0o -4 1 0
0 0o -1 1 0
det(A—AI) = .
0 0 0 o - 1
|—ay —a; —ap, -asz ... —a,_1—A]

= (=1 = A=A = (=) ()2 e+ (21)" 2 (=an) (= A) + (1) (=ap)
= ()" =, ()" (A" 4 (<1)" 7 ay (=) + (<1)"ag

(—1)”[A”+an_1/\”‘1 +---+a1/\+a0] =0

Si hay raices multiples, la matriz compafiera no es diagonalizable. Es més, tiene
un autovector por raiz nada mas. Para el caso

A:lo 1], A=Al = (A= A2,

-3 2}
Ay 1 1
Nul(A - XpI) = Nul = Gen
A=l l—As Aol {H}

8. Respuestas a los ejercicios
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Resumen de resultados

Definicion. Un sistema lineal de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes cons-
tantes se escribe como

x' = Ax
donde A = A(t) es una matriz de n x
n de funciones a;;(t), x(t) es un vector
de funciones incognitas x;(t) v x(t) de-
nota la el vector de derivadas x'(t) =
(7 (£), -+, 2 (8))-

Teorema (Principio de superposicién).
Six(t) ey(t) son soluciones de x’ = Ax, en-
tonces cualquier combinacion lineal cx +

dy es también solucion. El conjunto de
soluciones es un espacio vectorial.

Cualquier solucién de x’ = Ax se puede
escribir como combinacién lineal de n
soluciones x; (), X5(t),...,x,,(t):

x(t) = c1x1(8) + X (£) + -+ + €%y (£)

Esta expresion se denomina solucion ge-
neral del sistema y las funciones x;(t)
forman un conjunto fundamental de so-
luciones. El espacio de soluciones es por
tanto un espacio vectorial de dimen-
sién n, isomorfo a R”.

Ejemplo. Sin =1y el coeficiente es cons-
tante a € R se tiene la ecuacion de los
procesos exponenciales:

x'=ax, aeR
Proposicién. La solucion general de la
ecuacion
=i
es
x(t) = c exp(at),

La letra c denota una constante arbitraria.

Teorema. Sea x’ = Ax un sistema con
coeficientes constantes, ( A € My, es
constante ) Entonces, si v es un vector

propio de A con valor propio asociado A,
la funcion vectorial

x(t) =vet

es una solucion del sistema.

Teorema. La solucion general de
x' = Ax +b(t)
se puede escribir de la forma
x(t) = c1x1 (£)+cpxp(t)++ -+, X, (£) +P(£)
siendo p(t) un solucién particular

Y c1X1(t)+- -+, x,(t) la solucion general
del sistema homogéneo x’ = Ax.

Proposicion. Sea el sistema de ecuacio-
nes diferenciales lineales de coeficientes

constantes
x = Ax

siendo A de nxn diagonalizable. Entonces
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la solucion general se puede escribir como

Aot Ant

x(t) = c;vieMt + cvpeMt + o cyv e

dondevy,...,v, v Ay,..., A, son los vecto-
res y valores propios de A. Si ademas nos
dan un valor inicial x(0) = xg, la solucion

20

correspondiente es (|15)) con

€1
= P_1X()

Cn

Proposicion. La ecuacion diferencial li-
neal de coeficientes constantes

y”+a1y'+a0y:0, ai, QQER
tiene por solucion general
y(t) = creMf + cpett

si la ecuacion caracteristica
A +ad+A=0
tiene dos raices distintas reales Ay y A,.

Si la raices caracteristicas son comple-
jas, Ay =k +iw entonces la solucion gene-
ral puede escribirse como

y(t) = e**(cq cos wt + ¢, sen wt)
Si hay una raiz doble A, la solucion ge-

neral es

y(t) = (c +cyt)elo!

Proposicion. La ecuacion diferencial li-
neal de coeficientes constantes no ho-
mogénea

v” + a1y’ +agy = beos wt + csen wt

tiene por solucion general

y(t) = yn(t) + p(t)

donde yy,(t) es la solucién de la ecuacion
homogénea y”" + a1y’ +agy = 0y p(t) es
una solucién particular de la forma

p(t) = bcoswt + csen wt

( siempre que w # +fag ) que se encuentra
sustituyéndola en la ecuacion y resolvien-
do para las incognitas b y c.

Proposicion. La solucion al problema de
valores iniciales de

v’ +a1y" +agy = b(t)

requiere conocer las condiciones y(ty) = vy
e v’(to) = vy, v la solucion general. Los va-
lores de ¢y v ¢, se calculan sustituyendo
la solucion general en las condiciones ini-
ciales.
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